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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la descomposicién primaria en el caso particu-
lar de los ideales monomiales, obteniendo descomposiciones explicitas y analizando su estructura,
estudiando sus descomposiciones m-irreducibles. Este tipo de ideales, generados por monomios,
permiten un tratamiento més accesible, lo que los convierte en un recurso idéneo para explorar
una variedad de conceptos del dlgebra conmutativa.

Tras una primera parte dedicada a introducir las nociones basicas necesarias —como los
ideales primos, maximales, radicales y primarios—, se desarrolla la teoria general de la des-
composiciéon primaria, incluyendo resultados esenciales como el primer teorema de unicidad y
el teorema de Lasker-Noether. Posteriormente, se analiza el caso especifico de los ideales mo-
nomiales, donde propiedades como la m-irreducibilidad y la relacién entre los exponentes de
los monomios permiten obtener descomposiciones constructivas de manera explicita. A lo largo
del trabajo se presentan ejemplos ilustrativos que permiten comprender con mayor claridad el
funcionamiento de la descomposicién primaria.

Abstract

The main objective of this thesis is to study primary decomposition in the particular case of
monomial ideals, by obtaining explicit decompositions and analyzing their structure through their
m-irreducible decompositions. These ideals, generated by monomials, allow for a more accessible
treatment, making them an ideal tool for exploring a variety of concepts in commutative algebra.

After a first section introducing the basic notions—such as prime, maximal, radical, and pri-
mary ideals—the general theory of primary decomposition is developed, including fundamental
results like the first uniqueness theorem and the Lasker—Noether theorem. The focus then shifts
to the specific case of monomial ideals, where properties such as m-irreducibility and the rela-
tionship between the exponents of the monomials allow for the explicit construction of primary
decompositions. Throughout the thesis, illustrative examples are provided to aid in understand-
ing the workings of primary decomposition.
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Introduccion

Uno de los temas recurrentes en mateméticas es el estudio de descomposiciones: representar
un objeto como combinacién o intersecciéon de otros méas simples, pero con ciertas propiedades
especiales. Un ejemplo es el teorema fundamental de la aritmética, que afirma que todo ntimero
entero positivo se puede escribir de manera tnica (salvo reordenacion) como producto de poten-
cias de numeros primos. Encontramos un fenomeno anélogo en geometria algebraica, ya que, si
K es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces cualquier conjunto algebraico V(a) C K¢, es
decir, el conjunto de ceros comunes de un ideal a C Klz1, ..., 4], puede descomponerse como
unién finita de variedades afines irreducibles:

V(a)=V(p1)U...UV(pm)

donde cada p; es un ideal primo. Ademés, en este caso, el teorema de los ceros de Hilbert dice que
el ideal formado por todos los polinomios que se anulan en todos los puntos de V' (a), I(V(a)),
coincide con su radical r(a). Por otro lado, dado que I(V (p;)) = r(p;) = pi, se concluye que

r(a) =p1N..NP;,

por lo que todo ideal radical de K|[z1,...,x4], es decir, todo ideal que coincide con su radical, se
puede expresar como una interseccion de ideales primos. Esta correspondencia entre conjuntos

algebraicos e ideales radicales permite entender la estructura de V'(a) a través del ideal a (ver |2,
Ch. 1]).

En algebra conmutativa, podemos plantearnos una pregunta anéloga: jes posible descomponer
todo ideal en un anillo conmutativo en términos de otros ideales ‘con buenas propiedades’? A la
luz del ejemplo geométrico anterior, una respuesta natural seria considerar a los ideales primos
como esos bloques fundamentales, pues hemos visto que todo ideal radical de Klz1,...,x4] se
puede expresar como intersecciéon de ideales primos. Sin embargo, este razonamiento encuentra
rapidamente una limitacion. Por ejemplo, en el anillo K[z], donde K es un cuerpo, el ideal (z™),
con n > 1, no puede escribirse como interseccién de ideales primos, ya que el tnico ideal primo
que lo contiene es (z), pero claramente (x™) # (x). Este tipo de situaciones muestra que la
descomposicién en primos resulta insuficiente para describir la estructura de todos los ideales.
Para superar esta limitacién, se introduce el concepto de ideal primario, que generaliza al de
ideal primo y permite establecer una teoria de descomposicién mas completa.

El concepto de ideal primario fue introducido por Emanuel Lasker en 1905 (ver [8]), con el
objetivo de generalizar la factorizacién de los enteros al contexto de los ideales en anillos con-
mutativos. En particular, Lasker demostré que todo ideal en un anillo de polinomios sobre un
cuerpo puede expresarse como una interseccion finita de ideales primarios, estableciendo asi una
analogia con la descomposicién tnica en potencias de primos de los nimeros enteros. Este resul-
tado fue generalizado por Emmy Noether en 1921 (ver [13]), quien extendi6 la descomposicion
primaria a todos los anillos noetherianos, estableciendo el conocido teorema de Lasker—Noether



2 Introduccién

(teorema 2.3.4). Este teorema puede considerarse una generalizacion del teorema fundamental
de la aritmética, pero es de caridcter meramente existencial, puesto que obtener efectivamente di-
cha descomposicién constituye, en general, una tarea computacionalmente compleja. Este hecho
motiva un interés tanto teérico como algoritmico por el estudio de descomposiciones primarias.

En este contexto, resulta especialmente interesante identificar clases de ideales en las que
la descomposiciéon primaria no solo exista, sino que pueda obtenerse de forma constructiva y
eficiente. Una de las més destacadas es la de los ideales monomiales, cuyo comportamiento
presenta una notable diferencia con respecto al caso general. En efecto, en el caso especial de los
ideales monomiales en un dominio noetheriano R|[x1, ..., z4] la situacion es mucho mas accesible.
Es posible calcular explicitamente su descomposicién primaria mediante algoritmos constructivos,
como se detalla en el algoritmo 3, utilizando tnicamente los exponentes de sus generadores (ver
teorema 3.4.14). Ademaés, los ideales monomiales presentan otras ventajas significativas. Entre
otras, permiten calcular de forma efectiva diversos invariantes algebraicos, como la dimensién y
codimension de un ideal (ver [4, Ch. 13]) o la resolucion de Taylor (ver [10, Ch. 4]), y muchas
operaciones resultan mas sencillas que en el caso general. Esta simplicidad ha motivado también el
desarrollo de técnicas que permiten reducir ciertos problemas sobre ideales arbitrarios al estudio
de sus partes monomiales, como ocurre en el contexto de las bases de Grobner y los ideales
iniciales (ver [9]).

Mas alla de su papel en el algebra, los ideales monomiales aparecen en miltiples areas,
con diversas aplicaciones. Por ejemplo, en combinatoria algebraica, la correspondencia de Stan-
ley—Reisner asocia a cada complejo simplicial un ideal monomial cuadratico sin cuadrados, de
forma que ciertos invariantes combinatorios del complejo se reflejan en propiedades algebraicas
del ideal (ver [7]). También en teoria de codigos, algunos pardmetros de codigos lineales —como
los pesos generalizados— pueden estudiarse a través de invariantes homolégicos de ideales mo-
nomiales asociados (ver [5]). Ademas, en teoria de invariantes, las bases SAGBI y otros métodos
constructivos recurren con frecuencia a ideales monomiales para describir subélgebras invarian-
tes bajo acciones de grupos (ver [3|). Estas conexiones ilustran la riqueza estructural de los
ideales monomiales y refuerzan la motivacién para estudiar sus propiedades internas, como sus
descomposiciones primarias, de manera mas sistematica y constructiva.

Para concluir esta introduccién, describimos brevemente la estructura del documento. El ca-
pitulo 1 presenta los conceptos bésicos sobre ideales en anillos conmutativos con unidad, sentando
las bases para el trabajo. En particular, se repasan las nociones de ideal primo, ideal maximal
y radical de un ideal, y se establecen algunos resultados basicos. El capitulo 2 se adentra en la
teoria de la descomposicién primaria, primero se introduce la definiciéon de ideal primario y se
estudian las propiedades de la descomposicién de un ideal en ideales primarios. Aqui se demues-
tra rigurosamente el teorema de Lasker—Noether, que garantiza la existencia de descomposicién
primaria irredundante para todo ideal en un anillo noetheriano, asi como la unicidad de los pri-
mos asociados a dicha descomposicién. En el capitulo 3, el ultimo y principal de este trabajo,
nos enfocamos en los ideales monomiales en anillos de polinomios. Se prueban resultados espe-
cificos que muestran como estos ideales pueden descomponerse y, en particular, se desarrolla un
algoritmo constructivo para obtener la descomposicién primaria de cualquier ideal monomial a
partir de sus generadores monomiales, cuando el anillo de polinomios es un dominio noetheriano.



CAPITULO 1
Ideales

Uno de los principales objetos que podemos estudiar relacionados con un anillo son sus
ideales. Recordamos que, dado un anillo conmutativo con elemento unidad R, un ideal a de R
es un subconjunto que, ademéas de ser un subgrupo aditivo de (R, +), satisface la propiedad de
absorcion: para todo r € Ry a € a, se tiene ra € a.

En este capitulo introduciremos las nociones béasicas sobre ideales en anillos conmutativos
con unidad junto con algunas propiedades que seran de utilidad en los siguientes capitulos.
En concreto, en la secciéon 1.1 veremos los ideales primos y maximales, y en la seccién 1.2
abordaremos el concepto de radical de un ideal. Los resultados que aparecen en este capitulo
pueden ser encontrados en [1, Ch. 1|, [11, Ch. 1] y |14, Ch. 1].

A lo largo de este documento, denotaremos por R a un anillo conmutativo con elemento
unidad. Ademas, si C es un subconjunto de R, escribiremos como (C') al ideal més pequeno que
contiene a C'. Este ideal coincide con la intersecciéon de todos los ideales de R que contienen a C,
y sus elementos son combinaciones lineales finitas de elementos de C' con coeficientes en R. Si
ademés C' = {f1, ..., fm} es un conjunto finito, entonces escribiremos directamente (fi, ..., f;,) en
vez de ({f1, ..., fm}). Por ultimo, recordamos que la proyeccion canonica de R en el anillo cociente
R/a, que denotaremos por m: R — R/a y lleva a € R a su clase de equivalencia @ € R/a, induce
una correspondencia biyectiva entre los ideales de R que contienen a a y los ideales del anillo
cociente. En concreto:

(1.1) {Ideales de R que contienen a a} <+— {Ideales de R/a}
b — b/a:=n(b)={b+albeb}

Esta correspondencia sera utilizada de forma recurrente en los resultados posteriores.

1.1. Ideales Primos e Ideales Maximales

En esta seccién se introducen los ideales primos y maximales en un anillo conmutativo, asi
como algunas de sus propiedades bésicas, que se utilizaran en secciones posteriores. Comenzamos
estableciendo las definiciones de estos conceptos:

Definiciéon 1.1.1. Un ideal p C R es primo si p # (1) y para todo ab € p entonces a € p o
bep.

Notacion 1.1.2. Al conjunto de ideales primos de un anillo R lo denominaremos como Spec(R).

Definiciéon 1.1.3. Un ideal m C R es maximal si m # (1) y no existe un ideal a C R tal que
m C a C R, donde las inclusiones son estrictas.
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Para profundizar en la relacién entre un ideal y su anillo cociente asociado, presentamos a
continuaciéon dos resultados relevantes. La primera proposicién proporciona una caracterizacion
de los ideales primos y maximales mediante propiedades algebraicas del anillo cociente de dicho
ideal, mientras que la segunda proposicion establece que la primalidad o maximalidad de un ideal
se refleja —y se preserva— al pasar al cociente por un ideal contenido en él.

Proposicion 1.1.4. Sea R un anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

i) Un ideal p es primo si y solo si el anillo R/p es un dominio de integridad.

ii) Un ideal m es mazimal si y solo si el anillo R/m es un cuerpo.
Demostracion. Ver Apéndice (A.1). O
Proposicion 1.1.5. Sea a C R un ideal. Entonces:

i) Un ideal p C R tal que a C p es primo si y solo si p/a es un ideal primo en R/a.

ii) Un ideal m C R tal que a C m es mazimal si y solo si m/a es un ideal mazimal en R/a.

Demostracion. Ver Apéndice (A.2). O

Ejemplo 1.1.6. Los ideales primos de Z son el ideal generado por el 0 y los ideales generados
por los nimeros primos en Z. Es decir, Spec(Z) = {(0)} U {(2), (3), (5),(7), ...}

Ejemplo 1.1.7. Sea K un cuerpo. Sabemos que K|[z]| es un dominio de ideales principales
(DIP), por lo que cualquier ideal generado por un polinomio irreducible es primo. De hecho,
los ideales primos de K [z] son (0) (por ser un dominio) y los ideales generados por elementos
irreducibles de K.

Ademas, dado que K [z] es un DIP, los ideales primos generados por elementos irreducibles
son también maximales y se concluye que los ideales maximales de K[z] son exactamente
los ideales de la forma (f), con f irreducible.

Ejemplo 1.1.8. En el anillo de polinomios K|z, y], con K cuerpo, los ideales (0) C (z) C
(x,y) son todos ideales primos, pero sélo el ultimo es maximal. De hecho, para cualquier
(a,b) € K? se cumple que (x — a,y — b) es un ideal maximal. Esto se debe a que los anillos
K[z,y]/{(x —a,y — b) y K son isomorfos, mediante la evaluacion de un polinomio f(z,y) en

el punto (a,b): f(x,y) — f(a,b).

Para finalizar esta seccién, daremos dos resultados que serén utilizados en las siguientes sec-
ciones. El primero de ellos afirma que la proyeccién candnica, ademéas de preservar la primalidad
y maximalidad de los ideales, respeta las intersecciones. El segundo establece que, si una inter-
seccion de ideales estd contenida en un ideal primo, entonces uno de los ideales de la interseccion
también esta contenido en él.

Proposicion 1.1.9. Sean a un ideal en un anillo R y w : R — R/a su proyeccion candnica. Si
b; C R son ideales tales que a C b;, donde i recorre los elementos de un conjunto S de indices,

entonces:
m([) b:) = () 7(bs)
€S €S

Ademds, si b; es primo, entonces mw(b;) también lo es, y w lleva intersecciones de primos a
intersecciones de primos.
Demostracion.

En primer lugar, veamos la inclusién C. Sea a € (), b;. Entonces, a € 7(b;) para todo i, por lo

que a € (), (b;).
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Para ver la inclusién D, seleccionamos un @ € (), w(b;), es decir, @ € w(b;) para cada i. Por
tanto, en cada b;, existe al menos un a; € b; tal que 7(a;) = a@. Fijando i, podemos ver que se
cumple que, para todo j, w(a;) —7(a;) = 0. Es decir, a; —a; € a. Esto implica que a; —a; € b;
y, como a; € bj;, deducimos que a; € b; para todo j € S. Concluimos, por tanto, que a; € N;b;.
Pasandolo al anillo cociente, tenemos que @ € 7(N;b;).

La afirmacion acerca de que, si b; es primo, entonces 7(b;) también lo es, viene dada por la
proposiciéon 1.1.5. U

Proposicién 1.1.10. Sean ay, ..., a,,p ideales de R y supongamos que p es primo tal que N;_ a; C
p. Entonces, a; C p para algin i. Ademds, si N a; = p, entonces p = a; para algin 1.
Demostracion.
Procedemos por reduccion al absurdo. Asumimos que a; € p para todo i. Entonces, para
cada i € {1,...,n}, existe un x; € a; que no pertenece a p. Luego, [[;x; € [[;a € Niay;
pero [[;z; ¢ p por definicion de ideal primo. Esto implica que M;a; € p, lo que nos lleva a
una contradicciéon. Por ltimo, si p = N;a;, entonces p C a; para todo ¢ y, por la afirmaciéon
anterior, podemos concluir que p = a; para algun j € {1,...,n}. (I

1.2. Radicales

En esta seccion nos adentramos en el estudio del radical de un ideal, una nocién que permite
identificar aquellos elementos que, al elevarse a potencias, terminan por pertenecer al ideal.

Antes de introducir formalmente la nocién de radical de un ideal, comenzamos estudiando
un caso particular, el radical del ideal cero, cuyos elementos llamaremos nilpotentes. Ademas,
veremos que este ideal coincide con la intersecciéon de todos los ideales primos del anillo, es decir,
todos los ideales primos que contienen al cero. Este primer paso, nos permitird demostrar un
resultado general que nos dice todo radical de un ideal a es la intersecciéon de todos los ideales
primos que contienen a a.

Definicién 1.2.1. Un elemento x € R es nilpotente si " = 0 para algtn n.

Proposicion 1.2.2. FEl conjunto de elementos nilpotentes es un ideal y se conoce como nilra-
dical de R. Lo denotamos como nilrad(R).

Demostracion.

Queremos demostrar que el conjunto C' = {a € R | a™ = 0 para algin m > 0} es un ideal.
Para ello, tenemos que demostrar que C' es un subgrupo aditivo, y que se cumple la propiedad
de absorcion. Sean z,y € R tales que z" = 0,y = 0. Queremos ver que x + y es nilpotente.
Para ello, definimos N = n + m, y desarrollamos el binomio de Newton de grado IV:

(x+y)N _ é <]]V> xij—j

En cada término del sumatorio, o bien j > n, lo que implica que 2/ = 0, o bien j < n, de lo
que deducimos que N — j > m, por lo que ¥V =7 = 0. Por lo tanto, todos los términos de la
suma seran cero, lo que implica que (z + )" = 0. Luego, = + y es nilpotente.

Es facil comprobar la propiedad de absorcion en el conjunto de elementos nilpotentes, ya que
six € C,r € R, se tiene que, si " = 0, entonces (rz)" = r"z" = r"0 = 0. O

Presentamos la caracterizacion de este ideal por medio de ideales primos, tal y como hemos
mencionado anteriormente:
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Proposicion 1.2.3. El nilradical de R es la interseccion de todos los ideales primos de R.

Para demostrar la proposicién que acabamos de enunciar, recordaremos brevemente el Lema
de Zorn, uno de los resultados fundamentales de la teoria de conjuntos. Para ello, a su vez es
necesario definir previamente los siguientes conceptos que actian en el lema:

Definiciéon 1.2.4. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado:

1. Un subconjunto C' C P es una cadena si para todo x,y € C, se tiene z < y oy < z (es
decir, los elementos son comparables).

2. Sea C' C P una cadena. Un elemento u € P es una cota superior de C' si x < u para todo
xeC.

3. Un elemento m € P es maximal si no existe un elemento z € P tal que m < =x.

Lema 1.2.5. [6, Ch. 16] (Lema de Zorn) Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado no
vacio tal que toda cadena en P tiene una cota superior en P. Entonces, P contiene al menos un
elemento maximal.

Una vez enunciado el lema, procedemos a demostrar la proposiciéon 1.2.3:

Demostracion.
Sea R un anillo y sea © = [ p la interseccion de todos los ideales primos de R. Queremos ver
que:

nilrad(R) = ©

Comenzamos viendo la contencion nilrad(R) C O. Si f € R es nilpotente y p es un ideal primo,
entonces f™ =0 € p para algin n > 0, lo que implica que f € p y, por tanto, f € ©. Es decir,
todo elemento nilpotente pertenece a la interseccién de ideales primos.

Para demostrar que nilrad(R) O O, queremos ver que todos los elementos que pertenecen a ©
son nilpotentes. Procederemos demostrando la afirmaciéon contrarreciproca. Es decir, demos-
traremos que si un elemento no pertenece al nilradical, entonces no pertenece a la intersecciéon
de los ideales primos. Para ello, dado un elemento no nilpotente, construiremos un ideal al que
este elemento no pertenezca, para luego demostrar que este ideal es primo.

Consideremos un elemento no nilpotente f € R. Sea X el conjunto de ideales a que cumplen
que, para todo n > 0, f™ ¢ a. Observar que ¥ es un conjunto no vacio, pues claramente,
(0) € ¥. Ademas, es un conjunto parcialmente ordenado con la inclusién de ideales como
orden parcial y, dada cualquier cadena C, existe una cota superior, que es la unién de todos
los elementos de la cadena a* = Ugcca, ya que para todo a, se cumple que a C a*. Este
elemento es un ideal porque surge de una cadena de ideales, cada uno contenido en el anterior.
Por tanto, podemos aplicar el Lema de Zorn a X para afirmar que existe un elemento maximal
en %, al que llamaremos q.

Veamos que q es primo. Sean x,y € R. Si z,y ¢ q, por la maximalidad de q en X, los ideales
q+ (x),q+ (y) ¢ X. Por tanto, ™ € q+ (x), f™ € q+ (y) para algunos m,n > 0. Se sigue que
[t € q + (xy). Observamos también que zy no puede pertenecer a q porque, si no, f™*"
perteneceria a q y esto contradecirfa su condicién de elemento maximal de 3, ya que causaria
que q ¢ X. Esto, a su vez, implica que q es primo. Finalmente, como f ¢ g, se cumple que
f ¢ ©, por lo que no existe ningtin elemento no nilpotente en ©. O

Como hemos mencionado anteriormente, el nilradical es un caso particular de una construc-
cién mas general, el radical de un ideal. A continuacién lo definiremos y daremos su caracteriza-
cion.
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Definicién 1.2.6. Sea a C R un ideal. El radical de a es el conjunto:
r(a) =+va={f € R| f™ € apara algin m > 0}

Este conjunto es a su vez un ideal, pues la suma es cerrada por el desarrollo del binomio de
Newton y la propiedad de absorcion es directa.

Una consecuencia trivial de la definicion es que a C r(a), pero no siempre se da la igualdad.

Definiciéon 1.2.7. Un ideal a es radical si y solo si a = r(a). Es decir, para todo f tal que
f™ € a para algan m > 0, entonces f € a.

Gracias a la proposiciéon 1.2.3, podemos escribir el siguiente corolario, que permite caracterizar
al radical de un ideal por medio de ideales primos, relacionando el concepto de radical de un
ideal con el concepto de nilradical a través del anillo cociente:

Corolario 1.2.8. Sea a un ideal propio de R. Entonces, r(a) es la interseccion de todos los
ideales primos que contienen a a. Fs decir:

r@= (1 »

peSpec(R)
aCp

Demostracion.
Definimos

P .= ﬂ P

peSpec(R)
aCp
Para demostrar esta proposicion, consideraremos el anillo cociente R/a, cuyos ideales se en-
cuentran en correspondencia biyectiva con los ideales de R que contienen a a por medio de la
proyecciéon canénica . Por tanto, nuestro objetivo serd demostrar lo siguiente:

(r(a)) = 7(P)

En primer lugar, observamos que el nilradical de R/a es:

nilrad(R/a) = [ a= (] =(p)==(P)
qeSpec(R/a) peSpec(R)
aCp
donde segunda igualdad viene dada por la proposiciéon 1.1.5, y la dltima igualdad viene dada
por la proposicion 1.1.9, donde 7(p) es primo. Por lo tanto, nos basta con demostrar que
nilrad(R/a) = w(r(a)).

Demostraremos, en primer lugar, la inclusion 7(r(a)) C nilrad(R/a). Supongamos que a € r(a).
Entonces a™ € a para algin m > 0. Por tanto, @™ = 0. Es decir, @ es nilpotente y, por tanto,
pertenece al nilradical de R/a. Tenemos entonces que 7 (r(a)) C nilrad(R/a).

Ahora probamos la inclusion D. Sea @ € nilrad(R/a). Queremos probar que @ € 7(r(a)). Como
@™ = 0 para algiin m > 0, tenemos que, para todo elemento a del conjunto 7—(@), a™ € a.
Por definiciéon de radical, a € r(a) y se cumple la inclusion deseada, por lo que el resultado
queda demostrado. O
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Ejemplo 1.2.9. Todo ideal primo es radical, por lo que (z+1) € Q] lo es. Sin embargo, no
todo ideal es radical, en particular el ideal (z%+2z+1) no lo es, ya que (z+1)? € (#2+2z+1)
pero x4+ 1 ¢ (x2 + 2z + 1). El radical de este ideal es (x + 1).

Ejemplo 1.2.10. Consideremos m € Z y sea m = p{'...p;" su factorizaciéon en primos,

con p; primos distintos y e; > 0 para todo i. Veamos que el radical de (m) es (r), donde
r := p1...p;. Para ver que (r) C r((m)), tomamos = € (r), es decir, x = ry para algin
y € Z. Entonces, zF = rky* = (p1...p)*y* € (m) para algtn k > 1, donde basta elegir k >
max{eq, ..., e} para asegurar que todos los primos que dividen a m aparecen con exponente
suficiente, por lo que (r) C r({m)). Por otro lado, si z € r((m)), es decir, si " € (m) C (p;)
para todo 7, entonces x € (p;) para todo ¢, y por tanto x € (),(p;) = (7).

Concluimos que los tnicos ideales con un radical primo son los ideales generados por un
elemento que sea una potencia de un ntmero primo, pues su radical es uno de los ideales
vistos en el ejemplo 1.1.6.

Terminamos la seccién con dos proposiciones auxiliares. La primera nos ayudara a demostrar
que si el radical de un ideal es maximal, entonces el ideal sera primario, mientras que la segunda
indica que las operaciones de la intersecciéon y tomar radicales son conmutables.

Proposicion 1.2.11. Si un anillo R tiene un unico ideal primo p, entonces todo divisor de cero
en R es nilpotente.

Demostracion.
Veamos que todo divisor de cero pertenece a p. Como p es el tnico ideal primo del anillo,
debe ser maximal y cualquier divisor de cero esté en p. Por la proposicién 1.2.3, se sigue que
nilrad(R) = p. Luego z es nilpotente. O

Proposicién 1.2.12. Sea ay, ..., a, C R una coleccion de ideales. Entonces, r((i_q ;) = (Nieq r(ai).

Demostracion.

Comenzaremos demostrando que (i, a;) € )iy r(a;). Sea x € r ([, a;), entonces, por
definicion de radical, existe un entero positivo m tal que =™ € (), a;. Esto implica que
2™ € a; para todo i. Por la definicion de radical, esto significa que = € r(a;) para cada i. Por
lo tanto, x € (), r(a;).

Para demostrar la inclusién inversa tomamos x € ()_; r(a;), entonces z € r(a;) para todo i.
Por la definicién de radical, esto significa que, para cada ¢, existe un entero positivo m; tal
que ™ € a;. Sea m = [[_, m;, entonces, para cada i, " € a;. Por lo tanto, 2™ € (i, a;,
lo que implica que z € r (), @;). O




CAPITULO 2
Descomposicion Primaria de Ideales

La descomposiciéon primaria de un ideal puede interpretarse como una generalizacién de la
factorizacién de un niimero entero en potencias de nimeros primos. Esta idea surge con el objetivo
de simplificar el estudio de un ideal a en un anillo R, reduciendo su estudio al estudio de ideales
asociados a a con unas propiedades conocidas (los ideales primos y primarios), y la idea del
proceso de descomposicién es andloga a cémo en Z descomponemos un ntmero cualquiera n
como:

a1 (e%
n=p; ... D"

donde p; son numeros primos distintos y a; > 0. Reescribiendo la ecuacién con los ideales
generados por cada elemento, obtenemos (n) = (p{*) N ... N (p27). De igual forma, veremos que,
bajo ciertas condiciones, cualquier ideal de un anillo R se puede escribir como interseccion de los
ideales que veremos a continuacién, los ideales primarios.

En este capitulo abordamos el estudio de la descomposicién primaria de ideales en anillos
conmutativos con unidad, basandonos en las referencias |1, Ch. 4], |2, Ch. 4] y [14, Ch. 7]. Comen-
zaremos introduciendo la definicién y propiedades basicas de los ideales primarios, explorando su
relacion con los ideales primos mediante el concepto de radical en la secciéon 2.1. En la seccién 2.2,
formalizaremos la idea de descomposicién primaria y discutiremos la existencia y unicidad de las
descomposiciones minimales. Finalmente, demostraremos en la seccion 2.3 que todo ideal en un
anillo noetheriano admite una descomposicién primaria, lo que justifica el estudio de esta teoria
en el marco de los anillos noetherianos.

2.1. Ideales Primarios

En esta seccién introducimos la definiciéon de ideal primario y estudiamos sus propiedades
fundamentales, con el objetivo de preparar el camino hacia la formulacion de la descomposicion
primaria de ideales.

Definiciéon 2.1.1. Un ideal ¢ C R es primario si q # R y se cumple que si xy € g, entonces
x €q06y™ e qpara algin m > 0.
En particular, si un ideal ¢ C R es primario, y denotamos su radical como r(q) = p, entonces

diremos que q es un ideal p-primario.

Una vez definida esta clase de ideales, se estudia su relacién con los ideales primos a través
del radical. En particular, se demuestra que el radical de un ideal primario es un ideal primo,
lo que permite clasificar los ideales primarios en funcién de los ideales primos que los contienen
minimamente. Esto justifica la introduccién de la terminologia ‘ideal p-primario’.

9
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Proposicion 2.1.2. Sea q C R un ideal primario. Entonces r(q) es el ideal primo mds pequeno
que contiene a (.

Demostracion.
Sabemos que r(q) es un ideal, y por el corolario 1.2.8, sabemos que r(q) es la interseccion de
ideales primos de R que contienen a (:

r@= () »

peSpec(R)
q<p
Queremos ver que esta interseccién es, ademés, un ideal primo y que es el ideal primo mas
pequeno que contiene a .

Para ver que este ideal es primo, tomamos dos elementos =,y € R tales que zy € r(q). Por
tanto, sabemos que (xy)™ € q para algin m > 0. A su vez, como ¢ es primario, tenemos que
™ € q o y™ € q para algin n > 0. En cualquier caso, se cumple que z € r(q) oy € r(q), y
concluimos que r(q) es un ideal primo.

Por ultimo, como 7(q) esta contenido en cualquier ideal primo que contenga a ¢, y hemos visto
que es primo, es el minimo ideal primo que contiene a q. [l

Al igual que en el caso de ideales primos y maximales, el paso al anillo cociente permite
caracterizar los ideales primarios mediante el comportamiento de los elementos en dicho cociente.

Proposicion 2.1.3. Sean R un anillo y q un ideal propio de R. Entonces, q es primario si y
solo si, en R/q, todo divisor de cero es nilpotente.

Demostracion.

Veamos la implicacion a la derecha: sea @ € R/q un divisor de cero tal que @b = 0 con b # 0.
Entonces, si a, b son representantes de @ y b en R, respectivamente, tenemos que ab € ¢, pero
sabemos que b ¢ q. Como q es primario, se cumple que a” € ¢ para algin m > 0. Es decir, a@
es nilpotente.

Para la otra implicacion, observar que, si a € R cumple que @ € R/q es un divisor de cero,
entonces se tiene que @™ = 0 para algin m > 0, y se concluye que a™ € q. Esta hipoétesis es
cierta para todo par de elementos de R cuya multiplicacion esté en q (es decir, son divisores
de cero en R/q). Luego q es un ideal primario. O

A través de ejemplos concretos, se ilustra como identificar ideales primarios en casos par-
ticulares, mostrando que la condicién de ser primario no coincide necesariamente con ser una
potencia de un ideal primo.

Ejemplo 2.1.4. Los ideales primarios en Z son (0) y (p"), para n > 1 y con p primo.
Veamoslo: sean z,y € Z, con zy € q = (p") y supongamos que x ¢ q. Entonces p™ { x, es
decir, la potencia de p méaxima que divide a = es menor que n. Sea z = p*z’ con k < n'y
pta’. Como p" | zy = pFa’y y p1 ', se deduce que p"~* | y. En particular, y € (p) = r(q),
por lo que existe m > 0 tal que y™ € q, y se concluye que q es primario.

Por otro lado, si (d) es un ideal primario y d no es una potencia de un primo, entonces su
radical no es un ideal primo, como hemos visto en el ejemplo 1.2.10, y estaria contradiciendo
la proposiciéon 2.1.2.

Ejemplo 2.1.5. Sea q = (z,%°?) € K|z,y], con K cuerpo. Entonces R/q = K[y]/(y?). En
este anillo, los divisores de cero son elementos ag + a1y tales que (ag + ary)(bo + b1y) = 0
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con algun b, € {1,2} distinto de cero. Expandiendo la ecuaciéon obtenemos agbg + (a1by +
apb)y = 0, donde la unica solucion de igualar ambos coeficientes a cero es que ag = 0,
es decir, todos los divisores de cero son multiplos de y, por lo que son nilpotentes. Por la
proposiciéon 2.1.3, esto implica que q es primario.

Observar que 7(q) = (x,y) = p y, como tenemos p> C q C p, y como no puede haber
otro ideal primo candidato, debido a que el radical de una potencia de un primo es el propio
primo, vemos que un ideal primario no es necesariamente la potencia de un ideal primo.

Se profundiza a continuacién en el estudio de la relacion entre el radical de un ideal primario
y la propiedad de maximalidad, mostrando que si el radical es maximal, entonces el ideal es
necesariamente primario.

Proposicion 2.1.6. Sea q un ideal de R. Sir(q) es mazimal, entonces q es primario. En par-
ticular, las potencias de un ideal mazximal m son m-primarias.

Demostracion.

Supongamos que r(q) = m es un ideal maximal. Entonces, por el corolario 1.2.8, podemos
afirmar que m es el Gnico ideal primo que contiene a q. Aplicando la correspondencia biyectiva
(1.1) y la proposicién 1.1.5 a m, tenemos que w(m) = m/q es el tnico ideal primo en R/q.
Podemos entonces aplicar en R/q la proposiciéon 1.2.11 para concluir que en R/q todo divisor
de cero es nilpotente y, por la proposiciéon 2.1.3, concluimos que ¢ es primario

Finalmente, si m es un ideal maximal, entonces r(m™) = m, pues m esta contenido en r(m") y,
como es un ideal maximal, se tiene la igualdad. Afirmamos entonces que las potencias de un

ideal maximal son m-primarias. U

Ejemplo 2.1.7. Vemos que una potencia de un ideal primo p no es necesariamente primaria.
Por ejemplo, consideremos el anillo R = K[z,y, 2]/(zy — 2%) y sea p = (T,Z) un ideal de R.
Este ideal es primo, ya que R/p = K[y]. En R, tenemos que p? = (72,77, 2%) = (2%, 7%, T7),
con radical 7(p?) = p. Por tanto, Ty € p? pero T ¢ p? e ¥ ¢ p, luego p? no es primario.

Se demuestra también que la intersecciéon de ideales p-primarios sigue siendo p-primaria.
Proposicién 2.1.8. Sea q = (), q; con q; ideal p-primario para todo © € {1,...,n}. Entonces
q es p-primario.

Demostracion.
Tenemos 7(q) = 7(()i~; 4;) = )iy 7(q:) = p por la proposicion 1.2.12. Para ver que es primario
tomamos z,y € R, con zy € q, e y ¢ q. Entonces, para algin i se cumple que y ¢ g;, luego

™ € q; para algun m > 0, porque ¢; es p-primario, y tenemos que = € p = r(q). U

Se introduce seguidamente el concepto de cociente de ideales, una herramienta central para
trabajar con descomposiciones y operaciones entre ideales. Su compatibilidad con operaciones
como la interseccién, junto con su comportamiento particular cuando se aplica a ideales primarios,
permite analizar las interacciones entre los ideales primarios de manera mas precisa.

Definicién 2.1.9. Si a,b C R son ideales, el cociente de ideales es el ideal:
(a:b)={x€R|z-bCa}

Notacion 2.1.10. Si b = (f) es un ideal principal entonces escribimos (a : f) en vez de (a: (f)).
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Proposiciéon 2.1.11. Sean ay,...,a, € R una coleccion de ideales y f un elemento cualquiera
de R. Entonces:
n n
((ai:f)=((ai:f)
=1 i=1

Demostracion.
Observamos que 7 € ((i_, a; : f) si y solo si fr € ()i, a;, es decir, fr € a; para todo i. Por
definicion, esto es equivalente a que r € (., (a; : f). O

El siguiente lema caracteriza los cocientes de ideales de los ideales primarios, y nos sera tutil
a lo largo de este capitulo, hasta terminar con el Primer Teorema de Unicidad:

Lema 2.1.12. Sean q un ideal p-primario de R y x € R. Entonces:
i) Six € q entonces (q:z) = (1)
ii) Six € p\q, entonces (q: x) es p-primario y, por consiguiente, m((q : x)) = p.

iii) Six & p entonces (q:x)=4q, yr((q:x)) =p.
Demostracion.

i) Por definicion de ideal, si € q entonces xzr € q para todo r € R. Eso quiere decir que
r € (q: x) para todo r.

ii) Queremos probar que si a,b € R, tales que ab € (q:x) y a ¢ (q: x), entonces b™ € (q: x)
para algin m > 0. Dado que ab € (q : x), por definiciéon, tenemos que (ab)x € g, pero como
ar ¢ qy q es p-primario, se sigue que b™ € q para algan m > 0, lo que implica que ™z € q,
es decir, b™ € (q: x), y concluimos que (q : x) es un ideal primario.

Continuamos tratando de demostrar que el radical de (q : x) es igual a p, y comenzamos viendo
la inclusion r((q : z)) € p. Tomamos y € 7((q : z)), lo que significa que existe m > 0 tal que
y™ € (q: x), es decir, y"z € q. Como q es p-primario y = ¢ ¢ por hipdtesis, tenemos que para
algin n > 0, y™™ € q. Por tanto, y € r(q) = p.

Para la inclusion p C r((q : ©)), queremos probar que cualquier y € p cumple que y"™ € (q : x)
para algin m > 0. Sabemos que y™ € q porque p = r(q), lo que quiere decir que y™z € q.
Podemos afirmar entonces que y™ € (q : x).

iii) Para cualquier ideal q y elemento = de R, se tiene trivialmente que q C (q : x). Veamos
que (q : z) C g en este caso. Para ello, tomamos y € (q : ), es decir, yz € q, pero como x ¢ p,
esto quiere decir que z™ ¢ q para ningtn n > 0. Concluimos que y € q porque q es un ideal
p-primario. ]

2.2. Descomposiciéon Primaria

En esta seccion se introduce formalmente el concepto de descomposicién primaria. Se defi-
ne qué significa que un ideal sea descomponible, y se establecen las condiciones para que una
descomposicién sea minimal, esto es, sin componentes redundantes y cada ideal primario con un
radical distinto.

Definicion 2.2.1. Sea a C R un ideal. Una descomposicién primaria de a es una expresion
de a como interseccién finita de ideales primarios, es decir:

a=4dq1MN..N4qg

con todos los q; ideales primarios. Si ademés se cumple que:
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i) Para cada j, se tiene que a C M;;q;, es decir, no hay ningtn término redundante.
ii) q; es p;-primario con p; # p; si i # j.
entonces q; N ... N g es una descomposicion primaria minimal de a.

De una descomposicién primaria de un ideal, es posible obtener una descomposicién minimal,
sustituyendo ideales primarios con el mismo radical por su interseccién, gracias a la proposiciéon
2.1.8, y omitiendo términos superfluos (aquellos ideales que contienen a la interseccion del resto
de ideales de la descomposicion).

Observar que no todo ideal puede escribirse como intersecciéon de ideales primarios. Esto pone
de manifiesto la necesidad de imponer condiciones adicionales sobre el anillo, como la noetheriani-
dad, que veremos en el dltimo capitulo, para garantizar la existencia de dichas descomposiciones.
Cuando un ideal admite una descomposicién primaria, diremos que es descomponible. Por otro
lado, incluso cuando la descomposiciéon existe, no siempre es sencillo obtenerla de forma explicita.
A continuacion, veremos un ejemplo de un ideal que admite varias descomposiciones primarias.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el ideal maximal m = (z,y) en el anillo R = K[z, y], con K
cuerpo, y definamos el ideal a = (22, zy) = m - () C R. Observamos que m? = (22, zy, y?),
por lo que se cumple que a = m? N (z). Como (z) es un ideal primo, entonces es un ideal
primario. Por otro lado, dado que m es maximal, la proposicion 2.1.6 garantiza que m? sea
un ideal m-primario. En consecuencia, la igualdad anterior representa una descomposicién
primaria de a. Ademaés, esta descomposicién es minimal, ya que los radicales de los ideales
primarios involucrados son distintos.

Cabe destacar que esta descomposiciéon primaria no es Unica, ya que también se puede
escribir como a = (x) N (2,y). En esta segunda descomposicién, (x2,y) sigue siendo m-
primario, pues su radical es m, y se puede verificar que cumple la definicién de ideal primario.

Continuamos formulando y demostrando el Primer Teorema de Unicidad, un resultado clave
que establece que el conjunto de radicales de los ideales primarios asociados a una descomposiciéon
primaria minimal es independiente de la descomposiciéon elegida.

Teorema 2.2.3. (Primer Teorema de Unicidad) Sea a C R un ideal descomponible y sea a =
N, q; una descomposicion primaria minimal de a. Entonces el conjunto {r(q;) | i € {1,...,n}} es
independiente de la descomposicion elegida de a. Al conjunto anterior se le conoce como Ass(a),
y a cada uno de los radicales r(q;) se le denomina primo asociado de a.

Demostracion.
Sea Ass(a) := {r(q;) | i € {1,...,n}}. Nuestro objetivo sera demostrar la siguiente igualdad:

Ass(a) = {r((a: z)) € Spec(R) | z € R}

donde el segundo conjunto no depende de la descomposicion elegida. Sabemos, por el corolario
1.2.8, que los elementos r((a : x)) son intersecciones de ideales primos, por lo que primero nos
centraremos en demostrar que dichos primos son elementos de Ass(a):

Para todo x € R se cumple que (a: z) = (Ng; : ) = N(q; : ) por la proposicion 2.1.11, y
tenemos que r((a : x)) = r((N'_yq; : «)) = Ni~;r((q; : )) por la proposicion 1.2.12. Por el
lema 2.1.12 (i), si « € q;, se tiene que (q; : ) = (1) = r((q; : ©)) y (q; : ) no contribuye a la
interseccion, y en caso contrario tenemos r((q; : x)) = p; por los apartados (ii) y (iii) del lema
anterior. Por tanto, podemos expresar r((a : z)) como:
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n n
r((@:2) = r((@i:2) = () b
i=1 j=1,
zéq;

Supongamos ahora que, para x € R, r((a: x)) es un ideal primo. Entonces, como r((a: z)) =
ﬂ?zl RIE podemos aplicar la proposicion 1.1.10, por lo que tenemos que 7((a : z)) = p;.
Como z es arbitrario, cualquier ideal primo de la forma r((a : )) debe ser uno de los p;. Es
decir, r((a : z)) pertenece a Ass(a).

Para terminar, veamos que todo ideal primo p; € Ass(a) tiene la forma r((a : z)) para algin x €
R. Como hemos supuesto que la descomposicion primaria es minimal, para todo i, sabemos que
a # Nj£q;. Es decir, existe algtin elemento x € Nj;q; tal que x ¢ q;. Entonces, la interseccion
M7_17((g; : @) se reduce a r((a : 2)) = r((q; : )) = pi, puesto que r((q; : ¥)) = (1) para
J#i. =

2.3. Existencia de Descomposicion Primaria

En las secciones anteriores hemos estudiado en profundidad las descomposiciones primarias
de ideales descomponibles y la unicidad de los ideales primos asociados. Sin embargo, no todo
ideal admite necesariamente una descomposicién de este tipo. Existen ejemplos de ideales en
ciertos anillos conmutativos que no admiten ninguna descomposicién primaria. Esto plantea
una pregunta natural: ;bajo qué condiciones sobre el anillo podemos asegurar que todo ideal
es descomponible? En esta seccién veremos que una condiciéon suficiente es que el anillo sea
noetheriano.

Definicion 2.3.1. Un anillo R es noetheriano si satisface alguna de las siguientes tres condi-
ciones:

i) Todo conjunto no vacio de ideales ¥ de R tiene un ideal maximal.

ii) Para toda cadena a; C ay C ... de ideales en R existe un entero N > 1 tal que ay =

iii) Todo ideal de R esta finitamente generado.

Comenzamos demostrando la equivalencia entre las tres caracterizaciones clasicas de la noethe-
rianidad, lo que nos permitira emplearlas de forma intercambiable en los resultados posteriores.

Proposicion 2.3.2. Las tres propiedades de la definicion 2.3.1 son equivalentes.

Demostracion.

i) = ii): Supongamos que toda familia no vacia de ideales de R tiene un elemento maximal. Sea
a; € ay C ... una cadena ascendente de ideales. Consideramos el conjunto X := {a,, | n € N}.
Por hipoétesis, X tiene un elemento maximal respecto a la inclusion, digamos ap. Pero como
la cadena es ascendente, se tiene ay C ayy1 C .... Asi, por maximalidad, ay+1 = ay, y por
induccidn, a,, = ay para todo n > N. Por tanto, la cadena se estabiliza.

ii) = iil): Supongamos que toda cadena ascendente de ideales se estabiliza. Sean a C R un
ideal no finitamente generado, y a; € a. Como (a;) # a, entonces existe ay € a\(a1) y, por
tanto, (a1) C (a1, a2) # a. Repitiendo el proceso, se obtiene una cadena ascendente de ideales
finitamente generados. Por hipotesis, esta cadena se estabiliza, digamos en (ay,...,an), y se
tiene que este ideal es igual a a, lo cual es una contradiccion.
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iii) = i): Supongamos que todo ideal de R es finitamente generado y, por contradiccion, que
existe un conjunto % de ideales en R sin elemento maximal respecto a la inclusion. Entonces,
podemos construir una cadena ascendente estricta de ideales a3 C ag C ... eligiendo en cada
paso un ideal estrictamente mayor, ya que el conjunto no tiene maximo. Consideramos el ideal
b := U;a;, que es un ideal de R y, por hipdtesis, es finitamente generado por aq, ..., a, € b. Pero
cada a; pertenece a algin ay, de la cadena y, como son finitos, existe un N que cumple que
a; € ay para todo i. Entonces, b C ay C b y esto contradice que la cadena sea estrictamente

creciente, por lo que el conjunto ¥ tiene un elemento maximal. Il

A continuacién, presentaremos el resultado principal de la seccion, precedido de un lema
necesario para su demostracion. Este muestra que, en anillos noetherianos, todo ideal irreducible
es primario. El teorema de Lasker-Noether afirma que cualquier ideal puede escribirse como
interseccion finita de ideales irreducibles, concluyendo que todo ideal admite una descomposicion
primaria.

Lema 2.3.3. Sea R un anillo noetheriano. Entonces, todo ideal irreducible es un ideal primario.

Demostracion.

Sean a C R un ideal irreducible, y a,b € R tales que ab € a, pero b™ ¢ a para todo entero
positivo m. Queremos ver que a € a. En primer lugar, observar que, para cualquier elemento
r € R, se tiene que (a:2") C (a: 2™1), por lo que podemos construir la siguiente cadena de
ideales en R: (a :b) C (a:b%) C (a:b®) C ... Debido a que R es noetheriano, esta cadena
se estabiliza en (a : b") para algin m > 0. Consideramos los ideales b; = (a + (a)),bs =
(a 4+ (™)) 2 a. Claramente, se cumple que a C by N by, por lo que nuestro objetivo sera
comprobar la igualdad para poder aplicar la hipétesis de irreducibilidad de a.

Sea x € by N by, entonces podemos escribirlo de las siguientes maneras: © = a+ay = 5+ 0"z,
con o, B € a, y, z € R. Multiplicando por b, obtenemos b + bay = b3 + b™ 12 y, despejando,
bty = b(a — B) + bay € a, pues ba € a. Esto implica que 2z € (a : b)) = (a : ™).
Concluimos que x =  + b™z € a, por lo que se cumple la igualdad a = b; N by y, debido a
que b ¢ a, se da la igualdad de ideales a = by, que implica que a € a, y concluimos que a es
un ideal primario. O

Teorema 2.3.4. (Teorema de Lasker-Noether). Sea R un anillo noetheriano. Entonces, todo
ideal a C R se puede escribir como a = N}_,a;, donde a; es un ideal irreducible para todo i. En
consecuencia, todo ideal de R admite una descomposicion primaria.

Demostracion.

La consecuencia se obtiene del lema anterior (2.3.3) de forma trivial. Probaremos la primera
afirmaciéon por reducciéon al absurdo, es decir, supongamos que el conjunto de ideales ¥ para
los que no se cumple el lema es no vacio. Como R es noetheriano, ¥ tiene un elemento ma-
ximal b que, como es reducible, podemos escribir como b = b; N bs, donde b C by, by. Por la
maximalidad de b en X, by y by no estan en el conjunto, y podemos escribirlos como una inter-
seccion finita de ideales irreducibles, lo que implica que también podemos escribir b de dicha
manera, haciendo la interseccién de ambas intersecciones. Hemos llegado a una contradiccion,
y concluimos que X es vacio. Il







CAPITULO 3

Ideales Monomiales en Anillos de
Polinomios

Los ideales monomiales constituyen una clase de ideales especialmente 1til en dlgebra con-
mutativa. Su importancia radica en que, al estar generados por monomios, permiten abordar
problemas algebraicos complejos de manera mas directa, como el calculo de intersecciones, su-
mas o descomposiciones primarias. Ademés, muchos algoritmos en algebra computacional se
basan en la manipulacién de este tipo de ideales.

A lo largo de este capitulo, trabajaremos en el anillo de polinomios con coeficientes en un anillo
R, que denotamos por A = R[x1,...,24]. Recordamos que un monomio de A en las variables
x1,...,xq € A es una expresion de la forma z% = x?l...argd, donde a la tupla n = (nq,...,nq) € N¢
la llamamos vector exponente de 22 € A.

Observar que el conjunto de monomios del anillo A, que escribiremos como [[A]], es linealmen-
te independientes sobre R. Es decir, una combinacién lineal finita de monomios con coeficientes
en R so6lo puede anularse si todos los coeficientes son nulos. Esto implica que los monomios for-
man una base de A como R-moédulo, lo cual permite expresar de forma tnica cualquier polinomio
como combinacion lineal de monomios. Gracias a esta propiedad, podremos estudiar muchas de
las propiedades de los ideales monomiales, es decir, aquellos que estas generados por monomios.

En este capitulo abordaremos el estudio de los ideales monomiales. Comenzaremos introdu-
ciendo su definiciéon formal, junto con los conceptos fundamentales que permiten caracterizarlos
y operar con ellos en la seccién 3.1. En la seccion 3.2, profundizaremos en el estudio de sus
intersecciones, mientras que en la seccién 3.3 presentamos el concepto de m-irreducibilidad, para
profundizar en las descomposiciones m-irreducibles en la secciéon 3.4. Finalmente, veremos co-
mo estas propiedades permiten obtener descomposiciones primarias explicitas en el contexto de
dominios noetherianos en la seccion 3.5. La referencia principal de este capitulo sera [12].

3.1. Ideales Monomiales

Comenzamos dando la definicién formal de ideal monomial:

Definiciéon 3.1.1. Sea A = R[z1,...,z4]. Un ideal monomial en A es un ideal en A que esta
generado por monomios en los elementos z1, ..., x4.

Conviene senalar que, aunque un ideal sea monomial, puede tener un conjunto generador no
formado estrictamente por monomios, como veremos en este ejemplo:

17
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Ejemplo 3.1.2. Consideremos el ideal a = (22,9%) C Rx,y]. Este ideal es claramente
monomial, ya que estd generado por monomios. No obstante, no todos los elementos de a
son monomios; por ejemplo, 22 — y> € a. Esto implica que es posible encontrar un sistema
de generadores para a que no esté formado por monomios. De hecho, se tiene: (x2,9%) =
(22 — 3, 9%). Asi, {22 — 3,43} constituye un sistema de generadores no monomial de a.

Definimos también el conjunto de monomios contenidos en un ideal a C A como el conjunto
[[a]] :== an[[A]]. Nétese que, en general, [[a]] no es un ideal: por ejemplo, si a = (z2) € A,
entonces, ¥2, 23 € [[a]] pero 2% + 23 ¢ [[a]], ya que no es un monomio. A pesar de esto, si a es un
ideal monomial, el conjunto [[a]] constituye un sistema de generadores (por monomios) del ideal
monomial a. Formalizamos esta idea con el siguiente lema:

Lema 3.1.3. Sia C A = R[z1,...,xq] es un ideal monomial, entonces a = ([[a]]).

Demostracion.
Como a es un ideal monomial, existe un conjunto de monomios que generan a, que denotamos
por S. Es directo que S C [[a]] C a, luego tenemos que a = (S) C ([[a]]) € a. Concluimos
entonces que a = ([[a]]). O

Con la siguiente proposicion, obtenemos condiciones para la igualdad o inclusién entre ideales
monomiales, simplemente comparando sus respectivos conjuntos de monomios.

Proposicion 3.1.4. Sean a,b C A = R[x1,...,x4] dos ideales monomiales. Entonces:

i) a C b siy solo si[[a]] C [[b]].

ii) a=Db si y solo si [[a]] = [[b]].

Demostracion.
Para i), tenemos que, si a esta contenido en b, entonces [[a]] = anN[[A4]] C bN[[A]] = [[b]]. En la
otra direccion, por el lema 3.1.3 se deduce que, si [[a]] C [[b]], entonces a = ([[a]]) C ([[b]]) = b.
La parte ii) es consecuencia trivial del apartado i). O

Una vez afianzada la relaciéon entre monomios y los ideales que generan, nos detenemos a
introducir la nocién de miltiplo monomial:

Definicién 3.1.5. Sea A = R|z1,...,z4], v consideremos f,g € [[A]]. Diremos que f es un
multiplo monomial de g si existe un monomio h tal que f = gh.

Con estos elementos, nos preparamos para establecer un orden parcial sobre los monomios
basado en sus exponentes, lo que permitird caracterizar la divisibilidad entre ellos de forma
combinatoria.

Definicién 3.1.6. Definimos una relacion = en N, para d > 1, de la siguiente manera:

(al, e ad) = (bl, R bd)
si, para todo i € {1,...,d}, se cumple que a; > b;, donde > es el orden natural en N.

A continuacién, formalizamos el vinculo entre esta relacion y la nocién algebraica de ser
miltiplo monomial:

Lema 3.1.7. Sea A = R[z1,..., 24|, y consideremos los monomios f = 2™, g = ™ € A. Si existe
un polinomio h en R tal que f = gh, entonces se cumple que n = m y h es un monomio de la
forma h = 22, donde p; = n; — m; para todo 1.
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Demostracion.
n

Supongamos que f = z = z™h = gh, donde h = ) _ca,2" € A, con S subconjunto

res
finito de N¢. Como los monomios son linealmente independientes, la tnica manera de tener
f=gh= Zzes a,z™z" es si a, = 1 cuandon =m+r, y a, = 0 en caso contrario. Llamemos
p al tnico elemento de S que cumple que n = m + p. Como todos los p; € N, se cumple que

n %= m, y h es un monomio de la forma z2 con p; = n; — m;. O

Con este resultado, estamos en condiciones de caracterizar completamente cudndo un mono-
mio pertenece al ideal generado por otro, un criterio que emplearemos repetidamente en lo que
sigue.

Lema 3.1.8. Sea A = R[x1,...,x4], y consideremos los monomios f = z™, g = 2™ € A. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f€(g)

it) El elemento f es un maltiplo de g.
i11) El elemento f es un mailtiplo monomial de g.
) n = m.

Demostracion.
Para empezar, se cumple trivialmente que iii) = ii). Por el lema 3.1.7 sabemos que ii) = iii)
y ii) = iv). Veamos que i) y ii) también son equivalentes: como (g) = {ga € A | a € A}, decir
que f € (g) es equivalente a decir que f = gh para algin h € A, es decir, f es un multiplo
de g. Nos quedaria ver iv) = iii): como n > m, llamamos p; = n; — m; > 0 para cada i, con
p; € N. Se sigue que f = gzP. Por tanto, f es un miltiplo monomial de g. O

Este criterio se generaliza de forma natural a ideales generados por varios monomios, obte-
niendo una condicién necesaria y suficiente para la pertenencia de un monomio a dicha clase de
ideales.

Teorema 3.1.9. Sea A = R[x1, ..., 24)], y consideremos los monomios f, f1, ..., fm € A. Entonces,
f€{f1yes fim) sty solo si f € (f;) para algun i.

Demostracion.

La implicacion hacia la izquierda es directa, pues (f;) C (f1, ..., fm). Para ver la implicacion
contraria, tomamos f € (f1, ..., fm) y lo escribimos como combinacion lineal de los elementos
del conjunto generador, f = >, g;fi con g; € A. Como f, f; son monomios por hipétesis,
escribimos f = z, f; = 2™ para algunos n,n; € N y podemos desarrollar cada polinomio
g; como g; = ZkeSi aiﬁgﬁ, con S; € N? subconjuntos finitos, donde cada a; € R. Tomando
S = U;S;, y definiendo a;, = 0 si k ¢ S;, podemos reescribir f de la siguiente manera:

Fee= Y al zw st Y S et

y, como los monomios son linealmente independientes sobre R, el monomio ™ debe aparecer

en algin término de la suma de la derecha, es decir, 22 = :L'”l*k para algunos i y k. Como f

es un multiplo monomial de f;, por el lema 3.1.8 concluimos que f € (f;). O

Continuando con el estudio de la pertenencia a ideales monomiales, podemos formular un
criterio preciso para determinar cuando un polinomio pertenece a un ideal monomial, como se
recoge en el siguiente lema:
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Lema 3.1.10. Sean A = R|x1,...,x4] y a C A un ideal monomial, y escribimos f € A como
f=2esarat, cona, € R\{0} y S C N<. Entonces, f € a si y solo si 2~ € a para todor € S.

Demostracion.

Sea a un ideal monomial y f = > _ga,2" como en el enunciado. Por definicion de ideal, si
2™ € a para todo r € S, entonces f € a, por lo que podemos centrarnos en la otra implicacion.
Como a es un ideal monomial, y f € a, podemos expresar f como una combinacion lineal
finita de monomios fi,..., fs € a: f =7, gifi con g; € A. Como los g; son polinomios en A,
los podemos escribir como g; = ZEG s, a,&g&, con S; C N? subconjuntos finitos. Tenemos por

tanto:
S

F=Ygfi=> > aigatf;
=1

=1 k€eS;

donde cada monomio z% fi € (fi) se encuentra contenido en a y, como z”, con r € S, debe ser
algtn 2% f;, deducimos que z” € a para todo r € S. O

Finalmente, concluimos esta seccién con un resultado central que garantiza que el estudio de
ideales monomiales puede reducirse al estudio de conjuntos finitos de monomios. Este resultado,
el Lema de Dickson, nos permite trabajar bajo la hipotesis de finitud sin pérdida de generalidad,
lo que sera crucial en los capitulos siguientes.

Teorema 3.1.11. (Lema de Dickson) Sea A = Rlx1,...,z4]. Todo ideal monomial de A es un
ideal finitamente generado y tiene un sistema de generadores finito formado por monomios en

A.

Demostracion.
Realizaremos la prueba por inducciéon sobre el niimero de variables, d. Supongamos que tenemos
el ideal monomial a C A. Si a = (0), la prueba es trivial, luego vamos a suponer que a # (0).

En el caso de d = 1, tenemos que A = R[z;]. Podemos tomar o« = min{n | =} € a}. De manera
trivial se cumple que (z§) C a. Si vemos que (z{) D a, tendremos el caso base. Como a esta
generado por monomios, basta comprobar que (x{) D [[a]], que es un conjunto generador de a
por el lema 3.1.3. Sea f € [[a]], entonces f tiene la forma z* con m > «, por la minimalidad

3 — m—«
de a, y se cumple que 2" = 27" %z € (zf).

Supongamos que, para d > 2, todo ideal monomial de A’ = R[z1, ..., z4_1] esta generado por
un conjunto finito de monomios, y fijamos un ideal monomial a C A, con a # 0. Queremos
encontrar un subconjunto finito de [[a]] que genere a. En primer lugar, observamos que todo
elemento de [[a]] se puede expresar como un polinomio en la variable 24 con coeficientes en
[[4"]], de forma tnica. Es decir, si f € [[A]], entonces existen unos tnicos g € [[A’]] y m > 0,
tales que f = gx'. Por tanto, si definimos el conjunto:

G={f€|4]]] fz} € a para algtin m > 0}

se tiene que [[a]] = {f2]} € a| f € G,m > 0} =: Cy es un sistema de generadores de a.

Cabe resaltar que b := (G) es un ideal monomial en A’, con G = [[b]] y, por la hipotesis
de induccitn, existe un subconjunto finito de monomios S C G que genera b. Entonces, el
subconjunto:

01::{fxan€a’f65,m20}c<00>

es un sistema de generadores de a. Para comprobar esta afirmacion, debido a que (Cy) = a,
nos basta con ver que Cy C (C1): si fzl} € Cp, con f € G,m > 0, entonces f € (S) C A, es
decir, f es un multiplo de algtn elemento de S, ya que f es un monomio.
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Hasta ahora, tenemos que a = (C1), pero aun existe el problema de que C no es finito, aunque
S lo sea, pues las potencias de x4 son infinitas. A continuacién veremos que podemos acotar
el exponente de x4 en los monomios de C para generar a.

Por construccién de S, para cada f € S, existe algin m > 0 que cumple que fz' € a'y, como
el conjunto es finito, podemos tomar el m més pequenio que cumpla que fz!}' € a para todo
f €S, al que denotaremos como M. Restringimos el conjunto anterior a:

Co:={fzjcalfesS,0<m<M}cC(C)

Este conjunto es finito y, de manera trivial, Cy C a. Si demostramos que a C (C5), habremos
terminado. Pero, como hemos visto antes, basta con demostrar que C7; C (C2). Para ello,
tomamos h := fzl' € C1, es decir, fzl' € a, con f € Sy m > 0. Entonces, si m < M, se tiene
que h € Cy. En caso contrario, si m > M, entonces, fzl]' = faMzd=M ¢ (Cs), y concluimos
la prueba. ([l

3.2. Intersecciones de Ideales Monomiales

Habiendo comprendido las propiedades basicas de los ideales monomiales, damos ahora un
paso mas y estudiamos como interacttian entre si mediante la operaciéon de interseccién. Esta
operacion, al igual que la suma o el producto, es central en algebra conmutativa, y su comporta-
miento en el caso de ideales monomiales presenta una estructura combinatoria particularmente
accesible.

Comenzamos constatando que, si tomamos la interseccién de varios ideales monomiales, el
resultado sigue siendo un ideal monomial, cuyo conjunto de monomios es la intersecciéon de los
monomios de cada ideal.

Proposicion 3.2.1. Sea A = R[x1,...,xq] y consideremos los ideales monomiales ai, ..., a, de
A. La interseccion b = ay N ... N a, estd generada por el conjunto de monomios de b. Mds
concretamente, el ideal b es un ideal monomial de A, y [[b]] = [[a1]] N ... N [[a]].

Demostracion.

Comenzamos la prueba demostrando que, dada una coleccion de ideales ay,...,a, C Ay,
definiendo b = N]_; a;, se cumple que [[b]] = N]_,[[a;]]. En efecto:

[[6]) = (Mj=1a;) N {[A]] = iy (a5 N [[A]]) = M= [[a;]]

A continuaciéon, probamos que, si todos los a; son ideales monomiales, entonces b también lo
es. Definimos el conjunto:
S = Miza[[ai]] = [[o]]

Queremos ver que S genera el ideal b. Sea f € b. Como f € a; para todo ¢, y cada a; es un
ideal monomial, por el lema 3.1.10, se deduce que cada monomio de f pertenece a a; para todo
iy, por tanto, a b. Luego, todos los monomios de f estan en S, y se deduce que f € (S). Asi,
b C (5), y la otra inclusion es trivial. Concluimos que b es un ideal monomial. O

Dado que conocemos ahora cémo obtener el conjunto de monomios de una intersecciéon de
ideales monomiales, surge naturalmente el interés por encontrar un conjunto generador explicito
para dicha interseccién. Nos enfocamos primero en el caso més simple: la interseccién de dos
ideales principales generados por un monomio, que resultaré estar generada por el minimo comun
miltiplo de los generadores.
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Definiciéon 3.2.2. Sean A = R[z1,...,xq] ¥ f,g € A dos monomios tales que f = 2%y g = 2™
para algunos n, m € N%. Definimos p; = max{n;, m;} para cadai € {1,...,d}. El minimo comtin
multiplo de f y g es el monomio mem(f, g) = z2.

Lema 3.2.3. Sean A = R[x1,...,xq] y [, g dos monomios de A. Entonces, (f)N{g) = (mem(f,g)).

Demostracion.

Sean f = 2 y g = x™ para algunos n,m € N% y h = mcm(f,g). Aplicando el lema 3.1.8,
se cumple que h € (f) N (g), pues es multiplo de ambos elementos, y tenemos que (h) C
(f)N{g). Para el otro contenido, seleccionamos un a € {f) N (g). Como esta interseccion es un
ideal monomial, por el lema 3.1.10 sabemos que cada monomio de « (en el sentido del lema
referenciado) estéa en la interseccion, por lo que basta probar este lema en el caso de que « sea
un monomio. Entonces, como « es multiplo de f y g, se tiene que a = az™ = bx™ para algunos
a,b € [[A]]. Escribimos a = 272 = gka™ vy observamos que r +n = m y k + m > n. Luego,
si escribimos p; = max{n;, m;} para cada i € {1,...,d}, entonces h =22y r+n=%k+m = p.

Concluimos, por el lema 3.1.8, que « € (h). g

A continuacion, generalizamos esta idea al caso de dos ideales monomiales arbitrarios (no
necesariamente principales). Esta caracterizacion explicita de sus intersecciones nos permitira
abordar de manera constructiva la descomposicion de ideales monomiales y eliminar redundancias
entre generadores, tal y como exploraremos en la siguiente seccion.

Teorema 3.2.4. Sea A = Rlx1, ..., 24]. Supongamos que tenemos dos ideales a = (f1, ..., fn), b =
(91, s gm) de A, con f;, g; monomios. Entonces:

anb=({mem(f;,g;) | 1<i<n,1<j<m})

Demostracion.

Definimos G = ({mem(f;,g5) | 1 < i < n,1 < j < m}), que es un ideal monomial. Para
demostrar que aN'b C G, por la proposicion 3.1.4, basta con demostrar que [[a N b]] esta
contenido en [[G]]. Sea h € [[a N b]]. Entonces, por el teorema 3.1.9, sabemos que h € (f;) N
(g9j) para algunos i,j. Aplicando el lema anterior (3.2.3), deducimos que h € (mem(f;, g;))-
Concluimos que [[a N b]] C [[G]] vy, por tanto, anb C G.

Continuamos con la demostracion de G C anb, donde basta con demostrar que, para cada i, j,
se cumple que mem( f;, gj) € aNb. Nuevamente, aplicando el lema anterior (3.2.3), obtenemos
la siguiente igualdad: (f;) N (g;) = (mem(f;, gj)), que claramente esta contenido en a N b.
Podemos entonces afirmar que anb = G. O

3.3. M-Irreducibilidad de Ideales Monomiales

Una de las nociones fundamentales para el estudio de los ideales monomiales es el concepto
de m-irreducibilidad, que desempenia un papel anélogo al de los ideales primarios en la descom-
posicién primaria, pues permiten reconstruir cualquier ideal monomial a partir de intersecciones.
Comenzamos esta secciéon definiendo los tipos de secuencias generadoras de monomios que puede
tener un ideal:

Definicién 3.3.1. Sean A = R[z1, ..., 4], y a un ideal monomial de A con generadores f1, ..., fx €
[[A]]. La lista f1, ..., fr es una secuencia generadora irredundante de monomios (s.g.i.m.)
para a si, para todo i € {1,...,k}, se cumple que (fi, ..., fi—1, fi+1, -, fx) € a. En caso contrario,
diremos que la secuencia generadora de monomios es redundante.
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Una vez dada esta definicién, nos preguntamos si es posible garantizar siempre la existencia
de una secuencia generadora irredundante y, en caso afirmativo, si estas secuencias son tnicas.
Para ello, comenzamos con un resultado que caracteriza cuando una secuencia generadora de
monomios es irredundante.

Proposicion 3.3.2. Sean A = R[z1,...,xq] y a un ideal monomial de A. Sea fi,..., fr una
secuencia generadora de monomios para a. Son equivalentes las siguientes condiciones:
i) Sii# j, entonces f; no es miltiplo de f;.
ii) Para cada i € {1,...,k}, se cumple que fi; & (fi, ..oy fic1s fit1s s fi)-
i11) La secuencia generadora fi, ..., fr es irredundante.

Demostracion.
i) = ii): Si fi € (f1,..., fi—1, fix1, .-, fx), entonces el teorema 3.1.9 asegura que f; € (f;) para
algin j # i, lo que contradice nuestra hipotesis.

ii) = iii): Fijando un 4, tenemos que f; € a\({(f1,..., fi—1, fi+1,---» f&), por lo que el ideal
(fiy ey fi1, fit1s -y fx) S @y, por definicion, tenemos una secuencia irredundante.

ili) = 1): Supongamos que existen indices i, j tales que i # j, y f; es multiplo de f;, es decir,
fi € (f;). Entonces, a = (fi,..., fi—1, fi+1,---» f&), por lo que la secuencia no es irredundante,
llegando a una contradiccion. [l

La proposicién anterior permite simplificar la descripcion de los ideales y facilita el trabajo
con sus sistemas de generadores. En particular, nos proporciona un procedimiento efectivo para
eliminar redundancias en un conjunto generador, como vemos a continuaciéon:

1. Obtencidon s.g.i.m. de un ideal monomial

Sean A = R[z1,...,x4] y a un ideal monomial de A. Establecemos una secuencia de monomios
fi, - fx, con k > 1, que generan el ideal a.
1. Utilizando la proposicién 3.3.2, comprobar si la secuencia fi, ..., fi es irredundante.
a) Comprobar si, para cada indice i, se cumple que para cada indice j # i, entonces
fi & (f;). En el caso de que sea asi, el algoritmo ha terminado.

b) En el caso de que para algtn par ¢, j no se cumpla el paso anterior, avanzar al paso 2.

2. Sean 14, j unos indices con i # j, tal que f; € (f;). Eliminar f; de la secuencia y volver a
ejecutar el paso 1 con fi, ..., fi—1, fit1s ey fh-

El algoritmo tiene a lo sumo k — 1 iteraciones, asumiendo, en el peor caso, que todos los
monomios sean multiplos de uno de los elementos de la secuencia. Se presenta a continuacién un
ejemplo del algoritmo:

Ejemplo 3.3.3. Sea A = R[x,y, z] un anillo. Definimos el ideal a C A como:
a = (z*,9°2%, 9, 2%% 2%y, 2)

Ejecutando el algoritmo, observamos que y2z% € (z), por lo que lo eliminamos y reevaluamos
la secuencia:

{43, %%, 2%y, 2}
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Nuevamente, encontramos dos monomios que cumplen la condiciéon 1b): z2y? € (z%y). Eli-
minamos el primero y volvemos a ejecutar el algoritmo con:

{z*,¢*, 2%y, 2}

En este caso, la secuencia no es redundante, por lo que hemos terminado.

Procedemos a demostrar la existencia de una s.g.i.m. Gnica:

Teorema 3.3.4. Sean A = R[z1,...,x4] y a un ideal monomial de A. Entonces, se cumplen las
tres siguientes condiciones:

i) Toda secuencia generadora de monomios S para el ideal a contiene una s.g.i.m. para a.
ii) El ideal a tiene una secuencia generadora irredundante de monomios.
iit) Las s.g.i.m. son tnicas, salvo reordenamiento.

Demostracion.

i): Como a es un ideal monomial, por el Lema de Dickson (3.1.11), existe un conjunto finito
de monomios {ai,...,ar} C a que lo genera. Sea S una secuencia de monomios que genera a.
Entonces, para cada i = 1, ..., k, se tiene que:

n;
a; = E 9ij fij
i=1

donde g;; € A, fij € Sy n; € N. Es decir, cada a; pertenece al ideal generado por un
subconjunto finito de S. En particular, a = (ay,...,a) € ({fij |1 <i <k, 1 <j<ni}) Ca,
por lo que se obtiene la igualdad y, por tanto, el conjunto {f;;} es una secuencia generadora
finita de a contenida en S, de la cual obtenemos una s.g.i.m. mediante el algoritmo 1.

ii): Como el Lema de Dickson (3.1.11) asegura la existencia de una secuencia generadora de
monomios S, el resultado se deriva del apartado anterior.

iii): Consideremos dos s.g.im. de a, F ={f1, ..., fm} v G={91,-..,9n}. Veamos que m =n, y
que F'=G.

Estudiemos los monomios de F' en funcion de la secuencia G. Como (gi, ..., gn) = a, si fijamos
i € {1,...,m}, el teorema 3.1.9 nos dice que existe un j para el que f; € (g;), porque f; € a.
Realizando el mismo proceso con el g; € (fi,..., fm) obtenido, tenemos que g; € (fx) para
algtin k. Esto implica que fi es divisor de f;. Debido a que F' es irredundante, se deduce que
i = k por la proposicion 3.3.2. Esto quiere decir que f; € (g;) € (fx) = (fi). Como se cumple
que (fi) = (g;), entonces tenemos que f; | g; y g; | fi y, como ambos son monomios, se sigue
que f; = g;, ya que, si f; = L, gj = 22, entonces se cumple que j = i e i = j, de donde se
deduce que i = j. - B

Como todos los f; son distintos (por irredundancia), se sigue que los g; correspondientes
también son distintos. Esto implica que m < n y que F' C G. De forma simétrica, para cada
gj, existe i tal que g; = f;, y tenemos que n < my G C F. Luego, m = n, y se tiene la igualdad
entre F'y GG. Concluimos que las s.g.i.m. son nicas, salvo reordenaciéon de sus monomios. [

Comenzamos a estudiar ahora el concepto de m-irreducibilidad:

Definiciéon 3.3.5. Sea A = R[x1,...,z4). Un ideal monomial a C A es m-reducible si existen
ideales monomiales aj, as # a tales que a = a; Nao, y es m-irreducible si no es m-reducible.

Dicho de otra manera, un ideal monomial a # A es m-irreducible si, cuando existen ideales
monomiales aj, as de A tales que a = a; Ndag, entonces a = da; o @ = as. La definicién se mantiene
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en el caso de que a sea igual a una interseccion finita: si a es m-irreducible y ay, ..., a4 son ideales
monomiales tales que a = ﬂ;l:laj, entonces uno de esos ideales debe ser igual a a, es decir, a = a;
para algan j.

A continuacién, daremos una descripciéon explicita de los ideales monomiales m-irreducibles
en cuya demostracién usaremos el siguiente lema, que nos da un criterio suficiente para que un
ideal monomial sea m-reducible.

Lema 3.3.6. Sea A = Rlx1,...,24] y consideremos un ideal monomial a C A generado por una
secuencia de monomios trredundante f1,..., fr. Asumiendo que fi, = x7'g, con m > 1, g # 1,
y x1 1 g, definimos los ideales de A: by = (f1,..., fr—1,27") y ba = (f1,..., fk—1,9). Entonces,
a=">b;1Nby, conaC by, aC by. Luego a es un itdeal m-reducible.

Demostracion.
Para demostrar que a = by N ba, basta con aplicar el teorema 3.2.4 para obtener la siguiente
secuencia de monomios generadores de by N ba:

fla ey fk—la mcm(fl, xgn)a mcm(fl,g), ey mcm(fk‘—lvxgn)a mcm(fk—lvg)a mcm(ﬁqln)g)

y vemos que, para cualquier r € {1,....,k — 1}, se tiene que mem(f,, z1*), mem(fr,g9) € (fr) v
mem(x, g) = fi vy, claramente, esta secuencia también genera a.

Para ver que a # by, basta con demostrar que z{* ¢ a. Si asumimos que z{* € a, por el teorema
3.1.9, se tiene que cumplir que f, | " para algin r. Pero, como z{* | fi, esto implica que
fr | fx. Como la secuencia de monomios es irredundante, se tiene que r = k. Aplicando que
fr | 1", se obtiene que g = 1, lo cual es una contradiccion. Siguiendo un razonamiento analogo
para bo, obtenemos la conclusion final deseada. [l

Teorema 3.3.7. Sean A = R[x1,...,xq] y a # 0 un ideal monomial de A. El ideal a es m-
wrreducible st y solo si existen enteros positivos k,t1,...,tg, m1, ..., my tales que a = (x?l“, - a;gzk>
yl<t; <..<t,<d.

Demostracion.

Primero, probaremos que si un ideal monomial a es m-irreducible, entonces esta necesariamente
generado por potencias de variables (es decir, sus generadores son monomios de la forma z;"").
Lo haremos por reduccion al absurdo.

Sea f1,..., fr una s.g.i.m. del ideal a. Como a # 0, esto asegura que k > 1. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que fi no es potencia de alguna de las variables. De nuevo, sin pérdida
de generalidad asumimos que f; = 27'g, con g # 1, m > 1y x; 1 g. Por el lema anterior
(3.3.6), tenemos que a es m-reducible, llegando a una contradiccion.

Continuamos con la implicacion en el otro sentido. Sea a un ideal monomial generado por poten-
cias de las variables y, reordenando si es necesario, podemos considerar que a = (z{"!, ..., mzq”“),
con k < d. Probaremos, de nuevo por reducciéon al absurdo, que a es m-irreducible.

Sean by, bs dos ideales monomiales tales que a = by Nby, y a C by, a C ba. Se tiene que
existen monomios fi € [[b1]]\[[a]], f2 € [[b2]]\[[a]], que escribiremos como f1 = z, fo = z” con
n,r € N%. Sea ahora h := mem(fi, fo) = 22, donde p; := max{n;,r;} para todo i = 1,...,d.

Por el lema 3.2.3, se cumple que
h e <f1>ﬁ(f2>§blﬂb2:a

Vamos a ver que h no puede pertenecer a a. Como f; ¢ a, entonces, por el teorema 3.1.9,
f1 ¢ (x;"") para ningan ¢ € {1,...,k}, lo que implica que n; < m;. Anadlogamente para fa, se
cumple que r; < m; para todo ¢ = 1,..., k. De ello se deduce que, para cada ¢ = 1,...,k, se
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tiene que p; = max{n;,r;} < m;. Esto implica que h = zP ¢ a, por el lema 3.1.8. Por tanto,
hemos llegado a una contradicciéon, y a es m-irreducible. g

3.4. Descomposiciones M-Irreducibles de Ideales Monomiales

Una vez comprendida la nocién de m-irreducibilidad y habiendo caracterizado los ideales que
la satisfacen, estamos en disposicién de abordar uno de los objetivos centrales de este capitu-
lo, que es descomponer cualquier ideal monomial como intersecciéon de ideales m-irreducibles.
Comenzamos formalizando esta idea mediante la definicién correspondiente:

Definiciéon 3.4.1. Sean A = R[x1,...,x4] y a un ideal monomial de A. Una descomposicién
m-irreducible de a es una expresiéon como interseccion finita de ideales m-irreducibles, es decir:

a=a;N..Na,

con n > 1 donde, ademas, cada a; es un ideal monomial m-irreducible.

Aunque es evidente que cualquier ideal m-irreducible tiene una descomposicion trivial (el
propio ideal), debemos plantearnos esta cuestion de forma mas general, es decir, ;tienen todos
los ideales monomiales alguna descomposicion m-irreducible? Y si es asi, jpuede garantizarse
que ésta sea irredundante y tnica? Antes de poder responder estas preguntas, necesitamos una
herramienta fundamental sobre las propiedades de las cadenas de ideales monomiales.

Teorema 3.4.2. Sea A = R[x1,...,x4]. Se cumplen las dos siguientes afirmaciones:

i) Dada una cadena a; C ag C ... de ideales monomiales en A, existe un entero N > 1 tal
que anN = N4 = .

ii) Dado un conjunto . de ideales monomiales no vacio en A, existe un ideal b € ¥ tal que,
para todo a € 3, si b C a, entonces se cumple que a = b. Es decir, b es maximal en X.
Ademds, para todo ¢ € X, existe un ideal b € X2 que cumple que ¢ C b y, para todo a € ¥,
st b C a, entonces se cumple que a = b. De otra manera, todo ideal monomial de X estd
contenido en un elemento maximal.

Demostracion.

i) Sea a3 C as C ... una cadena de ideales monomiales en A. Definimos la uniéon de todos
los ideales como b = U;’;l a;. Sabemos que, en este caso, es un ideal y, como cada a; es
monomial, afirmamos que b también es monomial, pues estd generado por la unién de los
conjuntos generadores de los a;. Aplicando el Lema de Dickson (3.1.11), podemos afirmar que

la secuencia de monomios generadores de b es finita: fi,..., fi.

Buscamos un ideal que contenga a todos los generadores, que sera el elemento de la cadena
a partir del cual todas las contenciones se vuelven igualdades. Dado que b = U(;il a; y los
a; forman una sucesion ascendente, para cada f; € b existe un indice N; tal que f; € ap;.
Tomando N = max{Ny, ..., N, }, se tiene que f; € ay para todo 7, y por tanto:

b= <f17"'7fm> Cay C aN-+1 c...C b
Se deduce entonces, que ay = ayy1 = ayy+2 = ..., el resultado deseado.

ii) Sea a € ¥ y supongamos que no es maximal, ni esta contenido en ningin elemento maximal
de ¥. Queremos ver que todo elemento de este conjunto es maximal, o esta contenido en uno
maximal: sea a; € ¥ cona C a; y, como a; tampoco es maximal, existe un ideal ag € > con a; C
as. Aplicando el argumento recursivamente, obtenemos una cadena estrictamente ascendente
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de ideales, lo que contradice el apartado i) de este resultado. Por lo tanto, concluimos que X
tiene un elemento maximal y cualquier ideal estd contenido en un ideal maximal. [l

Este resultado nos permite aplicar argumentos de maximalidad para construir ideales con
propiedades deseadas. En particular, proporciona una herramienta para demostrar uno de los
teoremas clave de esta seccion:

Teorema 3.4.3. Todo ideal monomial de cualquier anillo de polinomio con un nimero finito de
variables tiene una descomposicion m-irreducible.

Demostracion.

Sea a un ideal monomial de A = R[z,...,x4]. Supongamos que a no tiene descomposicion
m-irreducible con el objetivo de llegar a una contradiccién. Consideremos entonces el conjunto
Y. de ideales sin descomposicién m-irreducible, que es no vacio, ya que a € X. Por el teorema
3.4.2 ii), sabemos que existe un elemento maximal del conjunto, al que llamamos b.

Como b no es m-irreducible, existen ideales monomiales by, by de A tales que b = by N by
y b C by,b2. La condicion de maximalidad de b obliga a la existencia de descomposicio-
nes m-irreducibles para ambos ideales, por lo que podemos construir una descomposicién m-
irreducible para b con la intersecciéon de ambas descomposiciones, lo cual nos lleva a una con-
tradicciéon. Concluimos que el conjunto ¥ es vacio y, mas concretamente, todo ideal monomial
tiene una descomposiciéon m-irreducible. O

Las descomposiciones m-irreducibles no son tnicas en general, como podemos ver con el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.4. En A = R[z,y], el ideal a = (2°, 2y, y?) tiene mas de una descomposiciéon
m-irreducible:

a=(z,y°) N (z°,y)

donde (x,%?) no contiene a y, y (z°,y) no contiene a x. Pero también:

a = (z,°) N (2,9) N (°,y)

Vemos que los ideales de ambas descomposiciones son m-irreducibles por el teorema 3.3.7,
pero la descomposicién no es tnica.

El teorema anterior garantiza la existencia de una descomposicién m-irreducible para cual-
quier ideal monomial, pero no proporciona un procedimiento para obtenerla. Ademaés, como
hemos visto en el ejemplo anterior, estas descomposiciones no son tnicas. Sin embargo, algunas
de estas expresiones pueden contener términos innecesarios, en el sentido de que un ideal de la
descomposicién contiene a la intersecciéon del resto. En ese caso, podemos eliminar dicho ideal
sin alterar el resultado final. Este tipo de observacién nos conduce a introducir el concepto de
descomposiciéon irredundante, que daremos en esta secciéon. En particular, mostraremos que toda
descomposicion irredundante es tnica (salvo reordenacion) y construiremos un algoritmo para
obtenerla a partir de un conjunto de generadores del ideal monomial.

Definiciéon 3.4.5. Sean A = R[z1,...,x4] y @ un ideal monomial propio de A. Una descompo-
sicion a = N, a; m-irreducible de a se llama redundante si existe algin indice j para el que
a = N;%ja;. Una descomposicion es irredundante si no es redundante. Es decir, a C M;x;q;
estrictamente para todo j.

Estudiar la redundancia requiere analizar cémo se relacionan los ideales que participan en la
descomposiciéon. Para ello, necesitaremos un resultado que garantice que, cuando una intersecciéon
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esté contenida en un ideal m-irreducible, al menos uno de sus términos también lo esté. Este lema
nos permitird inmediatamente dar una caracterizacion tutil de las descomposiciones redundantes:

Lema 3.4.6. Sea A = Rlx1,...,x4|, y consideremos a, by, ..., b, ideales monomiales de A, que
cumplen que a es m-irreducible y N;_,b; C a. Entonces, existe un indice j tal que b; C a.
Demostracion.

Estudiemos, en primer lugar, el caso trivial a = (0). Entonces, NI ;b; C a = (0) implica que
N7, b; = (0). Deducimos que, para que la interseccion sea cero, debe de haber algtn j tal que
b;j = (0). Si no, sea f; € [[b;]]\{0}. Entonces, h := mem(f1,..., fn) #0y h € (f1) N ... (fn).

Para el caso general, supongamos que a # (0) y procedemos por induccién sobre n, el nimero
de elementos de la interseccion. El caso n = 1 es inmediato, por lo que estudiamos los valores
n > 2.

En el caso n = 2, asumimos que by N by C a, pero by, by € a para llegar a una contradiccion.
Por la proposicién 3.1.4, esto implica que [[b1]], [[b2]] € [[a]]. Podemos tomar monomios f; =
2 € bi\a, fo = 22 € by\a. Definimos h := mem( f1, f2) = 2, y observamos que se cumple que
h € by Nby C a por definicion de minimo comin multiplo. Ahora, debido a que a es un ideal
m-irreducible, podemos aplicar el teorema 3.3.7 para expresar a = (x]", ..., xZ""), con m; > 1,
k < d, por lo que existe al menos un indice j € {1, ..., k} que cumple que m;nj | 2. Comparando
los vectores exponentes de los polinomios, obtenemos que m; < p; = max{r;,n;}. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que p; = r;. Esto implica que x;nj | f1, por lo que f; € a, una
contradiccion.

Supongamos ahora que el enunciado es cierto para intersecciones de n — 1 ideales. Es decir, si
. . -1 . .
b1, ..., bp—1 son ideales monomiales tales que ();-; b; C a, entonces existe j tal que b; C a.

Consideremos ahora n ideales by, ..., b, tales que N_;b; C a. Definimos el ideal ¢ = ﬂ?:_ll b,
que es monomial porque b; lo es para i € {1,...,n — 1} (ver teorema 3.2.4). Entonces, por el
caso n = 2, tenemos que b, C a o ¢ C a. En el primer caso hemos terminado y, en el segundo,
por la hipétesis de induccion existe un elemento b; con j € {1,...,n — 1} tal que b; C a.
Concluimos que existe un indice k € {1,...,n} tal que by C a. O

Proposicion 3.4.7. Sea A = R[z1,...,x4] y sea a un ideal monomial de A con a = N'_,a; una
descomposicion m-irreducible de a. Son equivalentes las siguientes condiciones:

i) La descomposicion M}_ a; es redundante.
i) Existen indices j,k con j # k tales que a; C ay,.

Demostracion.

i) = ii): Asumiendo que la descomposicién N ;a; es redundante, entonces, por definicion,
existe un indice k tal que a = N;x,a; C a;. Bajo estas condiciones, podemos aplicar el lema
3.4.6, que nos da un indice j que cumple que a; C ay.

ii) = i): Partimos de la base de que tenemos dos indices j,k con j # k y se cumple que
a; C a. Entonces, utilizando propiedades bésicas de intersecciones sobre la descomposicion
de a, podemos escribir la siguiente igualdad:

a:ﬁai:ﬂaiﬂak

i=1 itk

Si nos fijamos en el primer término de la interseccién, podemos ver que estd contenido en aj,
y por tanto en a;. Luego, la ecuacion anterior es simplemente a = [, 2k %y Y concluimos que
la descomposicién inicial es una descomposicién redundante. ]
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Esta caracterizacion nos permite eliminar sistematicamente los términos redundantes de una
descomposiciéon m-irreducible, lo que nos lleva a definir un algoritmo:

2. Algoritmo de eliminacién de redundancias de una descomposicién m-irreducible

Sean A = Rl[z1,...,xz4] y a un ideal monomial de A con una descomposicién m-irreducible a =
M_ja;, yn>1.
1. Comprobar si la descomposicion m-irreducible es redundante haciendo uso de la proposicion
3.4.7.
a) Si para todo par de indices distintos j, k, se cumple que a; ¢ ai, entonces la descom-
posicién es irredundante y el algoritmo ha finalizado.

b) En el caso de que para algin par j, k no se cumpla el paso anterior, avanzar al paso 2.

2. Sean j, k indices distintos tal que a; C a;. Eliminar a;, de la interseccion y volver a ejecutar
el paso 1 con M;.xa;.

El algoritmo tiene a lo sumo n—1 iteraciones, asumiendo, en el peor caso, que todos los ideales
de la interseccion estén contenidos en un tnico ideal. Se presenta a continuacién un ejemplo del
algoritmo:

Ejemplo 3.4.8. Sea A = R[x,y, z] un anillo. Definimos el ideal a C A como:
a = (2%, 2y°) = (z) N (2*,¢%) N (2%, 5°)

Comparando los elementos de la descomposiciéon m-irreducible, vemos que (22, 4%) C (22, y?),
por lo que eliminamos (22,%2) de la descomposicion y nos queda que a = (z) N (z2, y3).
Como ninguno de estos ideales esta contenido en el otro, podemos determinar que esta
descomposiciéon m-irreducible de a es irredundante.

Corolario 3.4.9. Sea A = R[z1,...,x4]. Todo ideal monomial propio de A tiene una descompo-
sicion m-irreducible irredundante.

Demostracion.
La existencia de una descomposicién m-irreducible viene dada por el teorema 3.4.3, y el algo-
ritmo que acabamos de definir la convierte en irredundante. (Il

Una vez garantizada la existencia de estas descomposiciones minimales, podemos pregun-
tarnos por su unicidad: jpuede un mismo ideal admitir dos descomposiciones irredundantes en
m-irreducibles distintas? El siguiente resultado proporciona una respuesta definitiva.

Teorema 3.4.10. Sean A = R[x1,...,24] y a un ideal monomial de A con dos descomposiciones
m-irreducibles irredundantes a = N2, b; = ﬂ;‘zlci. Entonces, m = n y existe una permutacion
o € Sy tal que by = co(r) para k € {1,...,m}.

Demostracion.
Fijamos un k € {1, ...,m} cualquiera. Por definicién de interseccion, se cumple que:

a= ﬁ?zlci = ﬁ?;lbi C by

y, por el lema 3.4.6 podemos encontrar un [ tal que ¢; C bg. Realizando el mismo razonamiento
con ¢;, obtenemos la cadena de inclusiones b, C ¢; C by para un determinado r. Como las
descomposiciones son irredundantes, se deduce que es imposible que b, C by con r # k, por lo
que b, = by, lo que implica que ¢; = by.
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Como esto sucede para todo k, podemos definir una funciéon o : {1,...,m} — {1,...,n}, con
o(k) = [ para cada par de elementos k, [. Por construccion, esta funcion es inyectiva, por lo que
m < n. Razonando de igual manera para los elementos ¢; de la descomposicién, obtenemos que
n < m. Por tanto, se deduce que n = m. Concluimos que o es biyectiva, ya que una aplicaciéon
inyectiva entre conjuntos finitos con el mismo cardinal es, autométicamente, sobreyectiva.
Hemos obtenido nuestra permutacion o € S,. ]

Habiendo asentado que cualquier ideal monomial tiene una tnica forma m-irreducible en
términos de interseccién de ideales m-irreducibles, atin nos falta una pieza importante, una forma
sistematica de construir esta descomposicion dada una secuencia generadora de monomios. Para
llegar a ese objetivo, necesitamos algunas herramientas auxiliares. Primero, entendemos cémo
se comportan las sumas e intersecciones de ideales monomiales en términos de sus monomios
generadores.

Proposicion 3.4.11. Sea A = R[z1,...,x4] y sean ay, ..., ay, ideales monomiales de A. Entonces,
la suma ay + ... 4+ a,, es un ideal monomial y se cumple que [[a1 + ... + a,]] = [[m]] U ... U [[a,]].

Demostracion.

Sabemos que cada ideal monomial a; tiene un sistema de generadores G; formado por mo-
nomios, es decir, a; = (G;) con G; C [[a;]]. Entonces, la suma de los ideales a; + --- + ay
estd generada por la unién de estos conjuntos Gi U ... U G, luego es monomial. Ahora,

far + ... + a,)] = [{UiZ, G)]] = Ui [[ai]], ya que todo monomio que pertenezca a la su-
ma lo hace por ser multiplo monomial de algin generador en la unién de los G; C [[a;]]. Esto
prueba la igualdad deseada. O
Lema 3.4.12. Sea A = R[z1,...,24] y sean a1,...,a, y by, ..., by, ideales monomiales de A.

Entonces se cumple que:

(1)« (Ae) = A we

i=1 i=1j=1

Demostracion.

Como la suma e interseccion de ideales monomiales es también un ideal monomial, podemos
trabajar sobre los conjuntos de monomios involucrados. Comenzamos desarrollando el conjunto
de monomios del lado izquierdo:

n m n

u(m) mb -1 mnainuﬁuw

=1 =1 : =1

donde usamos primero la proposicion 3.4.11, y luego la proposicién 3.2.1. Aplicando las pro-
piedades de la unién e interseccién de conjuntos, obtenemos:

ﬂ ﬂ = () (lla:l] U 1651

=1 : =1 ]:1

(V) (Wl U 651D = () (Vs + b511 = (1) () (s + b5)]]

i=1j=1 i=1j=1 1=1j5=1

y obtenemos el resultado deseado. ([l



3.4 Descomposiciones M-Irreducibles de Ideales Monomiales 31

Proposicion 3.4.13. Sea A = R[x1,...,xq], y sea a un ideal de A con una secuencia generadora
de monomios fi, ..., fr. Si definimos fi como fi = a™, entonces a = N (f1, ey foo1, 75 ).
Demostracion.

Reordenando las variables si es preciso, podemos suponer que f = z7""...x}"", para un cierto

t < d, con m; > 1, y procedemos a demostrar la proposicién por inducciéon sobre t. El caso
base resulta trivial, pues si f; = x]"*, entonces a = (f1, ..., fr—1,2]").

Supongamos que la hipotesis se cumple para t — 1, y demostremos la proposicion para t. Su-
pongamos que f = x]"...z}"" = gx}"". Entonces, podemos aplicar el lema 3.3.6 para decir que
a={(f1,., fk—1,9) N {f1, ., fe—1,2("). Aplicando la hipotesis de induccion a (f1, ..., fk—1,9),
concluimos que:

a= ﬂf;i(fla "'7fk—1a$;ni> N <f17 "'7fk—1>x;nt> = m§:1<fl7 "'7fk—17x;ni>

y este es el resultado deseado. O

Con estas herramientas en mano, estamos listos para enunciar y demostrar el teorema fun-
damental de esta seccién, que tras estudiar la existencia de descomposiciones m-irreducibles, nos
da una herramienta para generarlas:

Teorema 3.4.14. Sean A = R[z1,...,xz4] y a un ideal monomial de A con una secuencia gene-
radora de monomios fi, ..., fr, con fi = 2™, donde m; = (M1, ...,m;q) € N%. Entonces, podemos
dar una descomposicion m-irreducible del ideal a con la siguiente férmula:

d d
_ mMiig My,
a= ﬂ ﬂ (4, yeens Ty )
1 =1

1=

Demostracion.
Demostramos el teorema por induccién sobre k, el nimero de monomios de la secuencia. En
el caso base, la ecuacion tiene la forma:

d

a=(h) = @) = (@)

i=1
donde la ultima igualdad es consecuencia directa de la proposicion anterior (3.4.13).

Asumimos que la hipdtesis es cierta para k—1, con k > 1. Es decir, el resultado se verifica para
cualquier ideal con una secuencia generadora de monomios con k — 1 elementos. Sea fi, ..., fx
una secuencia generadora de a, y definimos b = (f1, ..., fr—1). Escribiendo fi = z]"™*. .2}

se cumple la siguiente ecuacion:

a=(fr,., fe) = b+ (fp) = b+ (. 2*)

Por el caso base de la demostracién y el lema 3.4.12, podemos escribir:

)

d

() = rd) (b+ ("))
=1

ip=1

b+ (x]"™..a ) = b+
("

Aplicando ahora la hipétesis de induccién, obtenemos la siguiente igualdad para a:

d d d
M mi; M (k—1)ip, M
a= ) (b+@"™") = ARl
) 1

=1 ip=1 i1=1 1=

d
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Por el lema 3.4.12, conmutamos la intersecciéon de ideales con la suma:

d d

o= ({1 ) (il )

=1 \11=1 ip_1=1
d d
_ miqy Mgy
= ﬂ ﬂ (i, ez )
i1=1 =1

donde la dltima igualdad viene dada por la definicién de la suma de ideales y por la asociati-
vidad de la interseccién. Esto nos da el resultado esperado. ]

A partir de este resultado, desarrollar un algoritmo para obtener la descomposicion m-
irreducible de cualquier ideal monomial se vuelve inmediato.

3. Descomposicion m-irreducible de un ideal monomial

Sean A = R|x1,...,24], @ un ideal monomial de A y F una secuencia generadora de monomios
para a.

1. Aplicar el algoritmo de obtencion de una s.g.im. (1) a F.

2. Aplicar el teorema 3.4.14 para obtener una descomposicién m-irreducible de a.

3. Aplicar de nuevo el algoritmo de obtencion de una s.g.i.m. (1) a cada ideal de la interseccion.
4

. Aplicar el algoritmo de eliminacién de redundancias (2) a la interseccion de ideales de
manera que la descomposicion sea irredundante.

Se presenta a continuacién un ejemplo del algoritmo:

Ejemplo 3.4.15. Sea A = R[z,y, z|] un anillo. Definimos el ideal a C A como:

a = (z'yz?, %%, 2°¢°%)

Ejecutamos el algoritmo:

Paso 1: Como el ideal ya se encuentra generado por una s.g.i.m. de monomios, no es
necesario realizar ningtin cambio.

Paso 2: Aplicamos el teorema 3.4.14, que nos da una descomposiciéon m-irreducible
de a a partir de sus generadores, que ya son monomios. Consideramos todos los divisores
monomiales de los generadores, variando cada variable por separado:

a=(z%,2%, 2% N (%, 2%y )ﬁ<m4, 2%,2°%) N (e, 2%, %)
N

Ny, 2, 2% N (y, 2%, %) N (y, 2%, 2% N (y, 2%, %)

N{2, 22, 2% N (2% z ,y3>ﬂ<z 22,2%) N (2%, 23, y%)

Paso 3: Simplificamos la secuencia generadora de cada ideal para obtener una irredundante.
Aqui usamos el algoritmo de obtencién de una s.g.i.m para encontrar una base minima de
generadores monomiales:

a =(z*) N (z?,y°) N (2%, 2%) N (2, 2%,9°) 0 (g, 2%) 0 (y, 2%)
Ny, 2%,2°) Ny, 2%) N (2%, 2°%) N (2%, 2%,5°) N (22, 2%) 0 22, 0°)
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Paso 4. Eliminamos repeticiones y términos redundantes (aquellos que contienen la inter-
seccion del resto). El resultado final es la descomposicién m-irreducible minimal:

a = (%) N (2%, 2°) N (y,2°) N (2, 2°) N (2%, 4°)

3.5. Descomposicion Primaria de Ideales Monomiales en Anillos
Noetherianos

En esta seccion estudiaremos las descomposiciones primarias de ideales monomiales. Veremos
que, bajo ciertas hipdtesis, incluyendo la noetherianedad del anillo sobre el que trabajamos, todo
ideal monomial admite una descomposicién primaria minimal explicita. Este resultado se apoya
en el hecho de que, en anillos noetherianos, toda descomposiciéon irreducible es una descomposi-
ci6én primaria (véase la seccion 2.3).

Para ello, estableceremos primero un marco bajo el cual todo ideal monomial m-irreducible es
irreducible, lo que permitird descomponer cualquier ideal monomial como intersecciéon finita de
ideales irreducibles. El siguiente paso servira de apoyo para el resultado que nos permita relacio-
nar la irreducibilidad con la m-irreducibilidad. Con este fin, comenzamos dando dos definiciones
relevantes para la prueba:

Definiciéon 3.5.1. Sea A = R[z1, ..., 4. El grafo de un ideal monomial a es el conjunto I'(a) =
{neN?|znca}.

Definicién 3.5.2. Sea f =} g an2™ € Rz1,...,z4), con S C N9 finito. Definimos el conjunto
Y(f) = {n € N¢ | a, # 0}, al que se conoce como el soporte de f.

Lema 3.5.3. Sea A = R[x1,...,24], y filemos enteros k,my,...,my > 1, con k < d. Definimos
el ideal a = (x",...,x'"). Sea b C A un ideal tal que a C b. Entonces, existe un polinomio

7 mi—1 mg—1
hi = zh(Tp11, ..., xq) € b\a, donde z = x|~ x)* .

Demostracion.

Para demostrar que existe hy, lo haremos por induccién en el niimero de variables del polinomio
z. Es decir, (}ueremos demostrar que, para cada j € {l,...,k}, existe un polinomio h; =
m1—1 m;—1 Dj+1

L S ) ...xi’“ﬁ(mkﬂ, ..., xq) € b\a, donde p; < m; para todo j+1 <i<k.

Sean h =}, c. () anz™ un polinomio de b\a y y(h) su soporte. Podemos suponer que (k) N
I'(a) = () pues, en caso contrario, si existe n € y(h) NI'(a), entonces escogemos h — a,z™ € b\a,
y su soporte no contiene a n. Analizando el soporte de h, deducimos que, para todo n € y(h)
y para todo i € {1, ..., k}, se cumple que n; < m;, ya que h no pertenece al ideal a.

En el caso j = 1, consideramos r; = min{n; € N |n € v(h)} < mq, y escribimos h como:

h= Y ana"+ > anz™=fi+g
ney(f) ney(f)
ni=ri ni>ri
donde v(f1) = {n € v(h) | n1 = 1}y v(q1) = {n € v(h) | n1 > r1 + 1}. Observar que
my — 71 > 0y, por tanto, podemos considerar hy = 7" 1} #£ 0.

Constatamos que todo monomio de la forma x71n1—r1—1 g1 tienen exponente en x1 igual a m; —

r1 — 1+ nq, donde n € v(g1). Como ny > ry + 1, se tiene my — r1 — 1 + ny > my. Por tanto,
todos los monomios de este polinomio son divisibles por z7", es decir, pertenecen a a C b,
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mi—r1—1

y no pueden utilizarse en la construccion buscada. Concluimos que 7 g1 € by, como
h € b, se tiene que hy = " h — 21T g cb

Sea zZ un monomio de hy, que es de la forma z2 = le_rl_lgﬂ para algin n € v(f1). Como

ny = r1, entonces se cumple que p; = m; —r1 +r1 — 1 = m; — 1. Inspeccionando los indices
2 < i < k, vemos que la condicion n € v(f1) € ~v(h) implica que p; = n; < m; — 1, ya que
n ¢ I'(a). Por lo tanto, 22 ¢ a, y concluimos que h; ¢ a, por el lema 3.1.10. Asimismo, nuestro
polinomio se puede escribir de la forma h; = le_lh’ (2, ...,xq), por lo que tiene la forma
deseada.

Paso inductivo: supongamos ahora que hemos construido un polinomio h; € b\ a tal que, para
todo p € y(h;), se cumple que p; = m; —1 paratodo 1 <i < jyp; <m;—1paraj+1<i<k,
con j < k. Queremos construir un polinomio h;i1 que tenga la misma propiedad extendida
hasta j + 1.

Definimos rj41 = min{nj;1 € N | n € y(h;)} < mjq1 — 1, por la hipotesis sobre hj, el cual
descomponemos como:

hj= Y anz™+ D ana™=fi1+gin
ney(hy) ney(hy)
Nj+1=Tj+1 Nj+1>T541

. m-+1—r-+1—1 . . .
y definimos hji1 = z; o fj+1. Por el mismo argumento del caso base, se tiene que

hji1 € b. Sea p € y(hji1). Entonces, para i € {1,...,5}, se cumple que p; = m; — 1 por defini-
cion, y para j+ 1 < i < k, los exponentes siguen cumpliendo que p; < m; — 1. Adicionalmente,
la coordenada j + 1 tiene la forma pji1 = rj41 + (mj41 — rj41 — 1) = mjq1 — 1. Finalmente,
ya que todos los monomios de hj;q tienen exponente menor estrictamente que m; en cada
coordenada, se tiene que 22 ¢ a para todo p € y(hj41), y por el lema 3.1.10, se concluye que
hjt1 ¢ a. Esto completa el paso inductivo }Z cuando j = k, obtenemos el resultado. ]

Gracias a esta herramienta, podemos observar que la nocién de m-irreducibilidad, coincide
con la de irreducibilidad, siempre que trabajemos sobre un dominio de integridad:

Teorema 3.5.4. Sea R un dominio de integridad, y denotamos A = R|x1,...,x4). Un ideal
monomial a # (0) de A es irreducible si y solo si es m-irreducible.

Demostracion.

La implicacion a la derecha es directa, por definicién de ideal irreducible. Para la otra impli-
cacion, asumimos que a es m-irreducible. Por el teorema 3.3.7, sabemos que podemos expresar
a= (21", ...,x."*) para algin k < d, reordenando las variables si es necesario. Procedemos por
contradiccion.

Supongamos que a no es irreducible, es decir, existen ideales by y by tales que a = by N bay
y a # by, ba. Por el lema anterior, existen dos polinomios fr € bi\a, g € ba\a de la forma
e = z2f(xp41, ...,xd),gkAz 29(Tky1, ...y xq), donde z = le_l...x;nk_l. Debido a que fj S by,
podemos deducir que zf§ = frg € b1 y, de manera anéloga, zfg € bs. Por lo tanto, zf§ €

b1 Nby = a.

Analizando este polinomio, como los polinomios f y ¢ estan en las variables xy1, ..., Z4,
entonces el producto no afecta a los exponentes de 1, ..., rg, y cada monomio de z f g tendra
la forma y =z 1. -x?k_lxz_ﬁl ---x5%, que, por el lema 3.1.10, debe pertenecer a a. Esto
nos da una contradiccion con el teorema 3.1.9, ya que y ¢ (x;") para ningan i € {1,...,k}.
Concluimos que el polinomio z f ¢ no puede tener ningtin monomio, por lo que es el polinomio

nulo. Ademés, aplicando que R es un dominio de integridad y z es un monomio no nulo,
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necesariamente se cumple que f =0 o0 g = 0. Sin pérdida de generalidad, asumimos el primer
caso. Entonces, zf = fr = 0 € by\a, pero esto es imposible, pues 0 € a. Hemos obtenido
nuestra contradicciéon, y concluimos que el ideal a es irreducible. O

Culminamos esta secciéon con el resultado central del trabajo, en la que se recogen los resulta-
dos anteriores y se establece formalmente la existencia de descomposiciéon primaria para ideales
monomiales en un contexto noetheriano:

Corolario 3.5.5. Sea A = R[x1,...,24] un dominio de integridad noetheriano. Entonces, todo
ideal monomial tiene una descomposicion primaria. En concreto, si a es un ideal monomial, una
descomposicion primaria para a es la interseccion finita de ideales monomiales m-irreducibles
que aparece en su descomposicion m-irreducible irredundante.

Demostracion.

Sea a C A un ideal monomial propio. Entonces, por el corolario 3.4.9, sabemos que este ideal
tiene una descomposiciéon m-irreducible irredundante. Debido a la hipdtesis de que R es un
dominio de integridad, podemos aplicar el teorema anterior (3.5.4), del que concluimos que la
descomposicién de a es una descomposiciéon en factores irreducibles. Terminamos aplicando el
lema 2.3.3, y concluimos que la descomposicion irreducible de a es una descomposicion pri-
maria. Por lo tanto, la descomposiciéon m-irreducible irredundante de a es una descomposiciéon
primaria. [l

Este resultado completa el puente entre las herramientas desarrolladas a lo largo del capitulo
y las nociones clésicas de la teoria de ideales. Ademés, garantiza que las descomposiciones m-
irreducibles, obtenidas de forma explicita mediante el algoritmo de obtencién de descomposiciones
m-irreducibles de un ideal monomial, son descomposiciones primarias.

Nota 3.5.6. Una condicién necesaria y suficiente para que se cumplan las hipotesis del corolario
anterior es suponer que el anillo R es un dominio de integridad noetheriano, ya que, por el
teorema de Hilbert sobre bases finitas (B.0.1), si R es noetheriano, entonces A = Rz1, ..., z4]
también lo es.
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APENDICE A

Demostraciones

A.1 Proposicion 1.1.4. Sea R un anillo. Se tienen las siguientes propiedades:
i) Un ideal p es primo si y solo si el anillo R/p es un dominio de integridad.
it) Un ideal m es mazimal si y solo si el anillo R/m es un cuerpo.

Demostracion.

i) Para ver la implicacion a la derecha, estudiamos la existencia de divisores de cero en el
anillo cociente. Es decir, buscamos ver que no existen dos elementos a,b € R que cumplan que
ab = ab = 0 con @,b # 0. Supongamos que existen dos elementos a,b € R tales que ab = 0.
Por la definicién de anillo cociente, la hipdtesis implica que ab € p y, por la definicién de ideal
primo, entonces a € p o b € p, por lo que se sigue que @ = 0 0 b = 0. Deducimos entonces que
R/p es un dominio de integridad.

Continuamos con la implicacién hacia la izquierda: sean a,b € R tales que ab € p. Su imagen
en R/p es ab =0y, aplicando que no existen divisores de cero, necesariamente se cumple que
a=0o0b=0. Volviendo a R, deducimos que a € p 0 b € p, es decir, p es primo.

ii) Comenzamos con la implicacion a la derecha: sea m C R un ideal maximal. Fijamos un
@ € (R/m)\{0} y seleccionamos a € 7~!(@). Claramente, (a,m) = R por la maximalidad
de m. Entonces, tenemos que 1 = m + ra para algunos m € m, r € R\m. Por tanto, en el
anillo cociente se tiene la igualdad 1 = 7a. Es decir, @ es una unidad y, como es un elemento
cualquiera distinto de 0, R/m es un cuerpo.

La otra implicacion viene dada por el hecho de que los tnicos ideales de un cuerpo K son {0}
y K. Teniendo esto en cuenta, no puede haber ningtn ideal a que cumpla que m C a C R
ya que, de ser asi, la existencia de dicho a implicaria, por la biyeccion (1.1), la existencia de
(0) # a/m C R/m, contradiciendo el hecho de que R/m es un cuerpo. Concluimos que m es
maximal. ]

A.2 Proposicion 1.1.5. Sea a C R un ideal. Entonces:
i) Un ideal p C R tal que a C p es primo si y solo sip/a es un ideal primo en R/a.
ii) Un ideal m C R tal que a C m es maximal si y solo si m/a es un ideal maximal en R/a.

Demostracion.
i) Sea p C R un ideal que contiene a a. Comencemos viendo que, si p es primo, entonces p/a
es primo en R/a. Sean @,b € R/a tales que ab = @b € p/a y consideremos un representante de
cada clase, a,b € R. Como @b € p/a, y a C p, se tiene que ab € p y, como p es primo, a € p o
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b € p. Volviendo al anillo cociente, se tiene que @ € p/a o b € p/a, de donde concluimos que
p/a es primo.

Para el reciproco, supongamos que p/a es primo en R/a. Si ab € p, entonces ab € p/a. Como
p/a es primo, tenemos que a = a+a € p/aob=>b+a € p/a. Debido a que a C p, esto implica
quea €pobenp.

ii) Sea m C R un ideal que contiene a a. Comencemos viendo que, si m es maximal en R,
entonces m/a es maximal en R/a. Supongamos que m/a C q € R/a. Por la correspondencia
entre los ideales de R que contienen a a y los ideales de R/a, existe un ideal b C R tal que
q = b/a. Como dicha correspondencia mantiene las inclusiones, esto implica que m C b C R,
lo que contradice la maximalidad de m.

Para el reciproco, supongamos que m/a es maximal en R/a. Sim C b C R, entonces b/a es
un ideal en R/a con m/a C b/a C R/a, lo que contradice la maximalidad de m/a. O



APENDICE B
Teorema de Hilbert sobre bases finitas

En la seccién 3.5, hemos estudiado cémo, bajo la hipotesis de que el anillo de polinomios
sobre el que trabajamos sea noetheriano, podemos obtener una descomposiciéon primaria de
cualquier ideal monomial que tenga la forma de descomposicion m-irreducible. En este capitulo,
presentamos dos resultados que permiten, como condicién suficiente para garantizar la existencia
de dichas descomposiciones, que el anillo de coeficientes del anillo de polinomios sea noetheriano.

Teorema B.0.1. (Teorema de Hilbert sobre bases finitas) Si R es un anillo noetheriano, en-
tonces su anillo de polinomios R[x| es un anillo noetheriano.

Demostracion.

Para demostrar este teorema, procederemos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe
un ideal no finitamente generado en R[z]. Esta hipotesis nos permitira construir una secuencia
infinita de polinomios en dicho ideal cuyos grados no disminuyen. Analizando los coeficientes
lideres de estos polinomios, obtendremos una cadena ascendente de elementos en R, la cual,
al estabilizarse, nos conducird a una contradiccion.

Sea b C R[x], con b # (0), b # R|x], un ideal no finitamente generado. Entonces, podemos
tomar f; de manera que deg(fi) = di = min{deg(g) | g € b,g # 0}, y definimos a; =
(f1). Es claro que a; C b. Realizamos de nuevo el proceso de una manera similar: tomamos
f2 € b\a; de manera que fy tenga grado minimo, y definimos as = (f1, f2). Repitiendo
esta idea, encontramos una sucesiéon de polinomios f1, fo, f3,... cuyos grados cumplen que
di < dgy < d3 < ..., y permiten construir una cadena estrictamente creciente de ideales donde
el elemento n de la cadena es a, = (f1, fa, ..., fn)-

Denotamos al coeficiente principal de f; como r;. Entonces, considerando estos elementos,
podemos construir una cadena ascendente de ideales en R: (r1) C (ri,7m2) C (ri,r2,73) C ....
Por hipoétesis, esta cadena se estabiliza, de manera que existe un entero positivo N tal que
ry = air1 + ... + ay_1ry_1. Definimos ahora el polinomio gy € b como:

N-1
gy =fn— Y a™NThf

i=1

con el objetivo de que, al multiplicar en cada término de la suma, el grado del polinomio sea
N. Desarrollamos a continuacién la suma:

gN—'r’N:cN—i— Zaz der:J;—i— Zom’l:c”—i— Zazrlm‘N+ (...)
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42 Teorema de Hilbert sobre bases finitas

por lo que concluimos que el coeficiente de % es nulo, y deg(gn) < dy. Ademas, de la
definicion de gy, observamos que, necesariamente, gy ¢ ay_1, ya que, de otra manera, im-
plicaria que fn € ay_1. Es decir, gy, fv € b\ay—_1, pero esto contradice la minimalidad del
grado de fy por lo que hemos obtenido nuestra contradiccion, y concluimos que todo ideal es
finitamente generado. O

Este resultado, al extenderse inductivamente a miltiples variables, garantiza que el anillo de
polinomios en d variables sea noetheriano, siempre que el anillo R lo sea.

Corolario B.0.2. Si R es un anillo noetheriano, entonces R[x1, ..., xq4] también lo es.

Demostracion.
Por el teorema anterior (B.0.1), si d = 1, el resultado es cierto. Supongamos que, si R es noethe-
riano, entonces el anillo A’ = R[x1, ..., x4_1] también lo es, y consideremos A = R[z1, ..., z4). El
resultado es automético considerando A = A’[x4] y aplicando de nuevo el teorema de Hilbert
sobre bases finitas. O
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